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PRAFALIIO 


9 UM ſepiſſime eventat ut Series adeo lente 
| convergant ad veritatem, ut non magts cou- 
ducant ad finem propoſitum quam ſi revera 
eſſent drvergemes ; exhibut quædam Theore- 
mata in parte priore hujus Jractatus, qui- 
bus prompte acceduur ad valores earum Serierum gue 0- 
ninm lentiſſime approximant : Ft eo quidem conſilio, ut 
Problemata que dependent ex Dnadraturis, eodem jure 
pro ſolutis haberi poſſint quo ea que reducuntur ad A- 
quationes affeftas. Hic enim non inquiro quenam Se- 
res fant ſummabiles ſut ex titulo nonnulli forſan conjiciant) 
fed quibus artibus aſſequamuar valores earum que ſummar; 

nequenunt. | 
Hujus generis Trattatum edidit Jacobus Gregorius 74 
Appendice ad Veram Circuli & Hyperbolæ Quadratu- 
ram, ub: docuit modum facillimum approximand; ad 
Areas harum Curvarum ex datis perpaucis polygonis pau- 
ciorum laterum. Hoqut patto methodum Exhauſtionum 
B Archimedis 


PRAFATTIYO. 


Archimedis expeditam adeo reddidit, nt ſi eadem metho- 
dus part cum ſucceſſu ad reliquas Curvas extends poſſet, 
22 impenderetur ulterior opera in eliciendis Areis. 
Onuodque Gregorius ibi effectt in Serie polygonorum, idem 
fere nos hic generaliter proponimus in qualibet alia que 
ſrmplict gaudet Termmorum relatione. 
 Newtonum hac de re olim medilatum fuiſſe conſtat 
ex Epiſtola ejus priori ad Oldenburgum que impreſſa 
habetur in Commercio Epiſtolico Collinii. Mimirum 
poſtquam computo produxerat Aream Circult ad ſedecim 
decimales, inquit, Si alias artes adhibuiſſem, potui per 
eundem numerum Terminorum Seriei, perveniſſe ad 
multo plura loca figurarum, puta viginti quinque aut 
amplius: Sed animus fuit hic oſtendere quid per ſimplex 
Seriei computum præſtari poſſet. Attamen inter ſcripta 
ejus (haftenns ſaltem edita) ne veſtigium quidem extat 
unde conjecturam faciamus de hiſce artibus, etiamſi in- 
frenem eas proferends occaſionem nadtus eſſet in hac 
i ſiſſimò Epiſtola. In priori etiam Epiſtola ad eundem, 
ithidem impreſſa ; narrat ſe excognaſſe quædam circa 
Neductionem infinitarum Serterum in finitas ubi rei na- 
tura tulerit: Quæ ſi inter opera ejus poſthuma ſuperſint, 
proculdubio huic doctrinæ lucem haud exiguam prabebunt : 
Nam Theoremata generalia que valores Serierum exhi- 
bent accurate, quando id fieri poteſt, in als caſibus ne- 
ceſſe approximabunt, modo rite adhibeantur. 
Principium quod in hunc eſfectum vulgo adducitur, eſt 
Aſſumptio differentie duorum valorum ſucceſſroorum al:- 
ciljus guantitatis, ut exinde formentur Termini quorum 
ſumma pris nota fuerat ; idem ſcilicet principium, quo 


olim uſus eſi Newtonus ad Ordinatam Curve deducendam 


I eX 


ex data Area. Quod licet ſit unrverſale in Quadratu- 
ris, eſt particulare tantummodo in Summationtbus ; 
quippe ad eas ſolummodo Series applicabile quarum 
Termini poſſunt aſſignari: quum tamen eque facihs ſit 
aſſignatio Summe atque Termini in ms Seriebus que 
magna ex parte in Quadraturis proatre ſolent. 
Fundamentum longe generalius ſubminiſtravit Metho- 
dus Newtoni Differentialis: Ille utiquèe deſcribit Curvam 
Parabolicam per extremitates quotlibet Ordinatarum ſive 
Zerminorum; eaque ratione aſſignat valorem cujuſurs iu- 
termed per Seriem infiuitam; que tamen ad veritatem 
non accedet ſi Terminus lle longe diſtet ab initio. Ut ob- 
tnerem igitur Terminos Serierum remotiſſumos, deſcripſe 
figuram Hyperbolicam per extremitates Terminorum; & 
res ſucceſſit, prodennte valore Termini quantumvis diſtau- 
tis, per Seriem convergentem. Sed & hoc Problemate 
generaliter ſoluto, non latuit caſus ejus facillimus, utpote 
mventio Termini infinito intervallo diftantis a principio; 
gue quidem equipollet Summationi Serterum, Cæterum 
deſcriptio Curve cujuſcunque Geometrice per data puucta, 
uni tantum Serierum gener ſufficit: atque alia ſunt m- 
aumera nullatenus tractauda ex hoc fundamento. Nam 
valor Termini per Parabolam aut Hyperbolam indentus, 
non approximat niſi ubi differentie ſecundum preſcripta 
Newtoniana /umpte conſtituaut progreſſionem celeriter 
fats decreſtentem. Ek 
Hiiſce perſpettis, me tandem contuli ad contemplandam 
Relationem Termmorum, proprietatem Serterum maxime 
inſignem & ſumplicem, que vulgo ad eas continuaudas 
adhiberi ſolet: Mon enim 19norabam Moivrxum hanc 
Termimorum proprietatem ſummo cum ſucceſſu in Age 
ram 


PRAFATIO. 
Bram introduxifſe, tanquam fundumentum ad diſficillima 
circa Series recurrentes Problemata ſfolvenda : Ideoque de- 
creveram experiri num ad alias quoque extends poſſet : 
Quod ſane dubrtabam cum tanta fit inter recurrentes au- 
que alias Series diſerepantia. At fatto expermento, res 
preter ſpem fucceſſit, deprehendl enim tInventum hocce 


Moivrzanum continere priucipia generaliſſima & etiam 
ſimpliciſſima non ſolum in Seriebus recurrentibus, ſed & 
in quibuſlibet alus, in quibus relatio Terminorum varia- 
tur ſecundum legem quamcunque regularem. Nam Ter- 
minorum relatio, etiamſi ſit variabilis, facile tamen aſſie- 
nabilis eſt: Atque exinde Summationes & Interpolationes, 
aliaque ejuſmodi Problemata difficiliora perducuntur ad 


quoddam genus Aquationum, que præter Radicem ex- 


trahendam involvuut alias quautitates incognitas que ne- 
queunt eliminari; quo nom obſtante, harum AMaquationum 
reſolutio per ficitur nounumquam ſumma facilitate, non- 
nunquam vero nom ſuccedit niſi mediantibus Moivræi In- 
ventis circa aſſignationem Terminorum in Seriebus recur- 
rentibus. Kt de hoc arguments totus fere agit hicce 
Libellus. 3 x 
Problema de invenienda Uncia media in permagna 
dignnate binomii ſolutum erat a Moivræo ante aliquot 
annos quam ego idem atiigeram: Nec probabile eſt 
quod in hunc uſque diem de eodem cogitaſſem, ui ſug- 
ge//ifſet Spectatiſſimus Vir, Di. Alex. Cuming, /e plu- 
zimum ſuſpicart an idem ſolui poſſet per Methodum 
D ifferentialem Newtoni, EEE | 
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gas 1cCUT Curve non determinantur ex datis quotlibet 
earum ordinatis, ſed ex relatione inter Abſciſſas & 
WF Ordinatas in genere; ita neque Series determinantur 
ex datis quotlibet earum Terminis, ſed ex relatione 
inter Terminos ſucceſſivos. Quantitates enim quot- 
© cunque, numero tamen finitz, conſtituere poſſunt 
& Terminos in diverſis Seriebus : unica vero eſt Series 
in qua idem ſunt Termini initiales, eademque lex 


C12 


loco indagandz ſunt; deinde hæ inventz denotandz ſunt Æquationibus 
Differentialibus perinde ac Carięſius 8 Curvas Æquationibus Alge- 


braicis : 


” - eos —e — — — — ꝓ——— — — 


formandi reliquos in infinitum. Relationes igitur Terminorum primo 


2 INT RODUCTIO. 
braicis: quibus habitis Problemata circa Summationem & Interpolationem, 


aliaque iſtiuſmodi ad Series ſpectantia ſolventur per Analyſin non minus 
certam quam eſt Algebra vulgaris. | 


De Relatione Terminorum, 


Termini Serierum binatim, ternatim, aut plures numero ſumpti rela- 
tionem quandam magna ex parte inter ſe obtinent ſimplicem & obviam, 
per quam Series determinantur & producuntur ad libitum, Ut ft divi- 
datur unitas per 1-—x, prodibit progreſſio Geometrica in qua Terminus 
quivis conſequens eſt ad illum immediate antecedentem ut x ad unitatem. 
Per hanc enim Proprietatem Series 1+ x EA + #3 + #* + #5 oe &c. 
ab alia quavis diſtinguitur & producitur in infinitum. 


Proponatur fractio — in Seriem reſolvenda : illum in 
l r Fox Fin 


I 2 
finem finge y = II. 1 BY, ducendo utramque partem in De- 


nominatorem, habebitur y xr , S HY , vel yxr + 5x +1x% 


— 1=0. Pro y ſubſtitue Seriem debite forme A + Bx + Cx? + 
Dx3 + Ex+ + F x5 + &c. atque reſultabit 


＋rC) +rD] LE r F 
3 TA ＋ 154 (Cha + 5D 715 x5 + &c. =0. 
+iA) ＋- BI -C iD | 
Ubi ponendo membra homologa nihilo æqualia, ad determinandum 
Coefficientes aſſumptos, erit A — 1g o, rB+sA=o; deinde C 
BAS, rD+5C+iB=o, ESD ＋ F CSo, & ſic in 
infinitum. Ex quibus conſtat eandem ubique prodire relationem inter 
tres quoſcunque Terminos ſucceſſivos. Similiter uſurpando pro y Seriem 


hujus forme AX BA TCI Ds ＋ &c. & ſubſtituendo 
eandem in Æquatione, reſultabit | 


| + tC 4 iD + E 
FA "9 $5 x" +8 ve * 9 2 15 * 3 + DF &c. o 
Hy Tra orb) rc] © 

Atque jam ad determinandos Coefficientes, habemus Equationes 
tA —1=0, fB+tsA=o0o; tum A＋SB＋ CS, BCA 
iD=o, CDE So, & ita deinceps in reliquis. Ubi patet 
eaſdem prodire relationes ac in computo ſuperiore, ſumptis tamen Co- 
efficientibus in ordine inverſo. Et quantitates , 5, t, que indicant re- 


lationem Terminorum, eædem ſunt quæ in Denominatore fractionis. 
* 1 9 . Hanc 
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Hanc autem harum Serierum Proprietatem, utcunque obvia ſit, primus 
omnium in uſus adhibuit D. Moivræus in ſolutione Problematum circa 
Series infinitas, quæ alias forent intricatiſſima. 

In plurimis autem Seriebus relatio Terminorum non eſt conſtans ut 
in iis ex Diviſione prodeuntibus; variatur tamen ſæpiſſime ſecundum 
notam legem oculi intuitu patentem; cujus rei Exempla ſunt Series 
quæ pro Quadraturis vulgo proferuntur, aliaque innumera. Ut in hac 
IA TN - x3 +432 x* &c. Termini continuantur in in- 
finitum per multiplicationem continuam harum fractionum 2, 4, 5, 2, 
&c. Et in hac I EXT K -T IZ &c. per mul- 
tiplicationem harum „ N, ge. Et he fractiones 

2X3 4X5 N 3X9 
variantur ſecundum legem cuivis manifeſtam ; atque adeo in ipſarum 
aſſignatione, nulla erit difficultas.. 


De Aquationbns Differenttalibus que definiunt Series. 


AX quatio Seriem definiens ea eſt, quæ aſſignat relationem Termino- 
rum generaliter ex datis ipſorum diſtantiis ab initio. Concipiendi au- 
tem ſunt Termini conſiſtere ſuper rectam poſitione datam tanquam to- 
tidem Ordinatæ, quarum diſtantia communis eſt unitas. Unitatem 
vero ſimplicitatis gratia ubique uſurpo in ſequentibus pro intervallo 


commun: quod ſemel monuiſſe ſufficiat. 
Ferminos Seriei initiales deſigno literis Alphabeti initialibus A, B; 


. D, Sc. A eſt primus, B ſecundus, C tertius, & ſic porro. Et 


Terminum quemvis in genere denoto litera T, atque reliquos ordine 
ſuccedentes eãdem litera, adjunctis numeris Romanis I, II, III, IV, V, 
VI, VII, &c. diſtinctionis gratia, Ut ſi T fit decimus, erit T* decimus 
primus, T“ decimus ſecundus, I“! decimus tertius, & fic deinceps. 
Et in genere quicunque Terminus definitur per T, ſuccedentes defini- 
entur univerſaliter per T', T“, T“, Tiv, &c. 

Diſtantiam Termini T a Termino quovis dato, vel a. puncto quovis 
dato inter duos quoſlibet Terminos intermedio, denoto quantitate in- 
determinatà 2: quo pacto diſtantiæ Terminorum T., T', T“, &c. a 
prædicto Termino vel puncto, erunt z- 1, S2, 23, &c. Nam 
incrementum Abſciſſæ z æquale eſt intervallo communi Terminorum 
ſupra Abſciſſam conſiſtentium: atque quantitates 23, ZI, S2, 
2-1-3, &c. ſibi mutuò ſuccedunt dum Termini poſteriores ſuccedunt an- 
terioribus. 

Hiſce præmiſſis, proponatur Series 1, 4x, T*, {+ x*, r, 5x", 
 &c. ubi relationes Terminorum ſunt B= r Ax, CSA By, D = 


A. 


* 
4 


= : vw : 
25 —— — _—_— 
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1 
Da, &c. relatio in genere definietur Equatione 1 T x, 

| 4 1 
ubi 2 deſignat diſtantiam ipſius T a primo Termino Seriei, Nam 
ſcribendo o, 1, 2, 3, 4, &c. ſucceſſive pro ⁊, prodibunt relationes 
Terminorum in Serie propofita. Similiter fi z denotet diſtantiam ipſius 


© , * 0 . . 2 2 - 
T a ſecundo Termino Seriei, Æquatio erit E Tx, uti con- 
ſtabit ſcribendo numeros — 1, o, 1, 2, 3, &c. ſucceſſive pro x. Vel fi 
indeterminata z denotet locum Termini T in Serie, ejus valores ſuc- 


2.— — 


ceſſivi erunt 1, 2, 3, 4, &c. & quatio T = 


Tx; ut expe- 


rienti patebit. | | 
Innumeræ igitur diverſe Equationes Differentiales eandem Seriem 
definire poſſunt, prout in hoc vel illo puncto ſumitur initium Abſciſ- 
ſæ 2. Et contra eadem Equatio definit innumeras Series diverſas, ad- 
hibendo diverſos valores ſucceſſivos pro z. Nam in Equatione T' = 
2— 
2 


4, &c. ſunt valores Abſciſſæ ordine ſuccedentes ; ſcribe 12, 22, 32, 42, 
&c. ſucceſſive pro z, & provenient relationes Terminorum B = 
2 Ax, CS Bx, DS Cx, &c. Unde fit Series A, 2 Ax, Ax“, 5+ 
Ax3, Bx“, &c. quæ eſt diverſa a priore. Æquatio autem ſemper 
determinat Seriem ex datis valoribus Abſciſſæ & ſimul primo Termino, 
ubi ZEquatio involvit duos tantum Terminos Seriei. Ut in noviſſima 
dantur omnes Termini ex dato primo A. Attamen ubi ÆEquatio invol- 
vit tres Terminos, oportet duos dari, & tres ubi involvit quatuor, & 
ſic porro ad determinandam Seriem. 

Proponatur jam Series x, T *, X „ZX „ Az x, &c. ubi relationes 


Terminorum ſunt B Ax?, c S2 B —=2X5 C 4, 
2X3 4 | 


T x, quæ definit Seriem de qua nunc egimus, quando 1, 2, 3, 


X 
VO 


UN 
* 
II 


. — 2 Z — I — | 
&c. quatio ad eandem erit T' = „ 


2 2 XXX Aπ I 
er 4%, 
42 2-22 
I, 2, 3, 4, &c. Igitur in Æquatione definiente Seriem, Abſciſſa 2 
poteſt eſſe unius, duarum, vel plurium dimenſionum. 
Series quarum Termini ſunt aſſignabiles, definiri poſſunt Æquationi— 
bus Terminos aſſignantibus. Sic Series 1 — x K — 4 x?) + + x4 


— &c, definitur Equatione T = == 


ubi valores ſucceſſivi indeterminate z ſunt 


2 ＋1 


25 35 


er 2 


„ ut conſtabit ſubſtituendo o, 1, 


A. 
hor ts 4h” 16nd rs 


W 
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2, 3, &c, pro z. Atque ad eundem modum Series x4 AX ＋ 2A. 
__ 
—_— A 1 TD tig. 
2 x* + & + &c. denotatur per hanc T = = Laie anne. 
nes reduci ſemper poſſunt ad eas alterius generis : nam ubi Termini ſunt 
aſſignabiles, relationes eorum erunt etiam aſſignabiles. Et differentia 
inter has & illas raro tanta erit quin cuique tuto procedere licuerit prout 
ſibi viſum fuerit. 
Ex hactenus dictis conſtat relationes Terminorum conſequentium de- 


rivari ex 1is antecedentium, ſcribendo pro 2 ejus valorem ſucceſſivum 
2-1 in Æquatione Differentiali. Proponatur Aquatio T' = om mh 1 
2 


5 


ſcribe z+-1 pro z, T' pro T, & T“ pro T'; atque orietur J“ = 
3 T, quæ eſt relatio inter Terminos T' & T”, In hac ulti- 


2 ＋1 


ma ſcribe valores variabilium conſequentes z +1, T”, & T“, pro an- 
0 , . 2 2 2 
tecedentibus z, T & T', & obtinebis T“ = — 1“ relati- 


7 
2-2 
onem utique inter T“ & T“. 
Sed & contraria operatione regredi licet ad relationem Termino— 
rum antecedentium ex data ea conſequentium. Sit Æquatio T” = 


2 — 1 / . . / / ” 
e T', & in eadem ſcribe T pro T, T' pro J“, & 
Z—1 pro 2; atque habebis T' = r T. Hoc modo regredi- 


endo & progrediendo, poſſunt Series continuari hinc inde in infinitum 


ubi earum natura tulerit: atque etiamſi ignoretur quinam Termini de- 


notentur per T, I', T“, &c. inſtituere licet ſuper iis computum, tan- 
quam eſſent prorſus cogniti. | 

Egquationes de quibus hactenus egimus, involvunt duos tantum 
Terminos Seriei; poſſunt vero involvere plures, & tam Termini quam 
indeterminata 2 eſſe plurium dimenſionum. Ceterum in hoc ſpecimine 
ſimpliciores tantum attingo. 


De Forma & Reductione Herierum. 


Poſtquam perduximus Series ad ZEquationes Differentiales, monſtran- 
dum eſt qua ratione eædem ſint reſolvendæ in numeris. Nam A- 
nalyſtæ munus eſt quant itates quocunque modo determinatas eruere 
accurate vel quam proxime. Radices autem Æquationum Differentia- 
lium commodiſſime reſolyuntur in Series formarum ſequentium 


5 _” 


1 


=— _ 


= 
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A- BZ＋ÆC 2.2 1 ＋Dz. 2 1. 22 ＋ Ez. 2—1. 21. 2—3 ＋&c. 


41 . D | 3 
MX” 8 Z. Z ＋ I. 2 ＋-2 as: 1. 2 ＋E2.2＋-3 * 
Quippe ubi z eſt quantitas par va, prior forma erit adhibenda; & po- 
ſterior ubi magna. Et hæ Series quæ componuntur ex Factoribus in 
progreſſione Arithmetica, longe magis idonez ſunt huic negotio quam 
vulgares quæ conflantur ex dignitatibus indeterminatæ aſcendentibus vel 
deſcendentibus. Inſuper forma poſterior hoc habet commodi, quod 
in eadem poteſt eſſe z quantumvis fere magna, id quod efficit Seriem 
celerrime convergentem. 
Sin vero harum Serierum forme per quaſlibet operationes mutentur, 
debent revocari ad eaſdem quarum prius erant, ut Termini reddantur 


homologi eorumque collatio inſtitui poſſit prout res exigit. Ut fi ha- 
beatur Æquatio ſequens; 


TS ANTBZA-Cz.—1 + Dz.2z—1.2—2+Ez.z—1. 22. 23 ＋&c. 


Eadem ducta in 2 priſtinam formam amittet, atque novam induet, 
proveniente ſcilicet 

Tz=Az-|-Bz*+ Car. 2—1＋ DZ 2—1. 2—2 I- E 2—1.2—2.2— 3-4 

| : (&C. 

Unde conſtat Terminos ejus comparari non poſſe cum correſponden- 


tibus in Serie priore. Itaque ut debita forma reſtituatur, ſic operor 
 , v OF gkgh 0 ———- - © | 


— 
Bzz - - - + +» - =Bz+Bz.z-1, 
C22, zl - - - - = * 2Cz z—[-+Czz—z=, 
AZZ — I. z— - - = 3Dz z—1.z—2-FDz.z—1.%—2z2 3 
E x2. Xx — 1. 2— 2 2 —3 = * * I oO * — 2 * 4E. 2— I. X— 2. — 3 ＋ &c. 


Adeoque colligendo Terminos homologos in unum, Series ad priſti- 
nam formam reducta erit 


A BY, —+ CY, --- — 
Tz=[' 2c zIT.D 2.2—1.2—2 T. EF 


Nimirum cum Terminorum cycacyia neutiquam pendeat ex Coeffici- 
entibus A, B, C, D, &c. ſed omnino ex indeterminata 2, Terminus 


＋ AN ; 3 : 

- 59 2 primus in hac Serie comparari poteſt cum B ſecundo in 

altera, item ſecundus in hac cum tertio in illa, & fic in reliquis. 
Similiter fi in ÆEquatione priore T = ABC. TTD. 

Z—1+2—2 ＋ &c. ſcribantur variabilium valores ſuccedentes pro præ- 

ſentibus, hoc eſt J“ pro T, & 2-1 pro 2, emerget 


T-= 


2 . 
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T'=A-- BZFi+CoFiz4+DIFiz.i07 TEE. = &c. 


Eſt vero 
K - - - == A, 
Bz+1 . BNB, 
E » ir n., 
DZI. zi 3D. ZID. 1. 1 
E ZI. z. Ii. M . . .... ö 4 EZ. I. 2 ＋-&c. 


Et inde 
„ TA By -- C7 DE "op 
T =: p4-2C *1K4D $** 48 TIAL Þ Red Lit; AG 
Que eſt forma deſiderata. 


em vero harum Operationum fundamentum. Quantitas reducenda, 
per multiplicationem reducatur ad Poteſtates Indeterminatæ z: dein o- 
perare ad modum Exempli ſequentis. Sit Z =3ZXZXZF1Xz+4 quan- 
titas reducenda; finge | 


INN A 1 XX A= AZ. 2 — 122. 3＋52.—— 14 — C2. — 1 dz, 
Ubi maximus numerus Factorum in CON reſoluta æqualis eſt 


numero eorundem in quantitate reſolvenda. Reducatur utraque quan- 
titas ad Poteſtates Indeterminatæ, facta multiplicatione, & habebitur 


2 3 
+11 
. z —1127 —122=an* OG 23 —35 22 ＋25 2 


Atque comparando Terminos homologos, obtinebimus a= 1, 5 — 
64D 2, c—-3bTII A= — 11, 4 — C25 — 64 123 ex quibus 
eruitur a=1, b=8c=2, d=—20; hinc fit quantitas propoſita 

24+ 22511 2—1 22 —2.2— 1 2— 2. 2—3 _ _ === 22.2=1 — 2 O2, 


Et ad eundem prorſus modum procedere licet in aliis caſibus. Bre- 
vitatis autem gratia, accipe regulam ſequentem. Divide unitatem per 
Terminos hujus progreſſionis continue, 2 — 1, #—2, 1—3, 1 — 4, &c. 
hoc eſt, divide unitatem per z— 1, & Quotum prodeuntem per #—?2, 
& noviſſimum Quotum per 2 — 3, & fic porro. Tum Quotos omnes 
ſic prodeuntes diſpone regulariter in Tabula ut vides, rejectis Dignita- 
tibus ipſius 2, & retentis ſolummodo Coefficientibus, utpote qui ſoli 

huic negotio ſunt utiles; atque habebis 


Tabulam 


44 —— - ws 
. 


_ — 
- 
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Tabulam priorem. 
CEEAAMEELELLSE 
"Tilly 15 | 31 | 53. 127 | 255 | &c. 

16 25 | 90301 966 | 3025 | &c. 
ES 65 Tas 1701 7770 &c. 


15 140 1050 | 6951 | &c. 
1 | 21 | 266 2646 | &c. 
I 28 | 461 | &c, 


I 36 &c. 
LS = &c. 


&c. 


Aſſume jam pro Coefficientibus, numeros in columnis deſcendenti- 
bus, & habebis valores Dignitatum ſequentes. 
* * 
X RTT 21, 
z =Z + 3 Zz. TI -Z. I. z, 
A = ZT- YZ. ITZ. I. 1242.2 —1.—1 28 97 
25 2-15. 2. Ii 25 z. I. I- EI OZ. 1. z. 3 ＋-2. T. z. z. IH, &c. 


Hac itaque Tabula ſemel habita, quantitas quælibet reducitur ad 


formam quæſitam abſque tædio computi. Proponatur ea hactenus re- 
ducta 2* 223 —112* — 122. Excerpe valores Dignitatum ex Ta- 


bula, eoſque ducito reſpective in ſuos Coefficientes — 12, —11, +2, 
& 1, atque obtinebis 


—122 === 122g . 

-i: nn] IEEE. 

＋ 22* = 22 62. — 1-22. —1.— , 

+ 2%=þ 272.162. f. -＋-2. 1.12.3, 


. T2 2 112122 = — 202-＋T 22.1 ＋ 82.1. 1-2. —1.—2.—;. 
Et valores membrorum in unam ſummam collecti dant valorem to- 
tius ut jam prodiit. Notandum Seriem infinitam conflatam ex Digni- 


tatibus 
4 


4 &\ 
r * OB 


„r ²˙ —²⁰àm m Cie . 


n 1 
WWW * > 


gn e LOSS 


* 
I 
* 
* 
3 
EX 
4 
Z SF 
at 
v0 


tatibus Indeterminatæ aſcendentibus reduci non poſſe generaliter in ali- 
am prædictæ forme : nam quiſque Coefficiens eſſet Series infinita, In 
Seriebus autem finitis, res ſuccedit ut ſupra oftenſum eſt. 


Series etiam alterius forme ſimiliter reducuntur. Fingamus enim 
eſſe quantitatem quamvis quæ ſitam 


A B 8 1 | 
v5 FE Fri ET zz] 1. Z ＋2. 2 ＋3 ＋ &c, 
Dein ſi occaſio poſtulet inquirere valorem ipſius T ſucceſſivum, ſcribe 

2 ＋ I pro z, & emerget valor ſucceſſivus 


5 1 11 . 
ET TIN T e 


Et ut hæc Series reducatur ad formam prioris, operor ad modum 


ſequentem, 
A A A 
2--T „ S "2.21" 
2 = B 2B | 
2FizÞ2 © oo = ie fz 
C C 


* 3 


D 


% 


8 
Z2]-2.24-3, 
D 


PTT 5 IZ 


Et habeo T' = I TITTEN Tc. 


— — 


— _ 


Ubi nunc Denominatores iidem ſunt atque in valore ipſius T; eaque 


de cauſa, inſtituere licet comparationem Terminorum prout occa- 
ſio poſtulat. Hujuſmodi autem Operationes ſic demonſtrantur. Pone 


I I qa 0 „ = - . 
=—— _- , exiſtente à quantitate ſtatim invenienda; tum 
ZFI 2 "2.2+1 — az tu 


ducendo in Denominatorem 23. g, proveniet 2 Ia, ſive 
delendo utrobique z, 0=1—a, &a=1; quare ſubſtituendo unitatem 


1 1 1 1 


Pro a, habebitur 21 == — Ei- Similiter fingo Fri — 


1 


4 f 6 a 
— 2 —. & ducendo in Denominatorem, erit 22 
S. 2-1 Z. TI. 2-2 F ** 
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I 2 


2 -a, five ag 2, atque exinde — —2 — : 
3 , aq Z-1.2Þ2 2.2 —1 2.2 PCI. 2E 


Proponatur jam 


A :Þ OE Het 1 
22 T 2-2,24=3 * 2+2.2+ Tz z 24.225 + &c. 
quam reducere oportet in aliam debitæ forme. Inſtituatur operatio 
ut mox oſtenſum, & invenies 


A 3 A 2A 2A 
A t Yi 
B ES 1 6A | 
oo SN. — XK. T1 LTTI. T2 T x. ITI. X Tz. 3 
C E 88 6C 4 &c 
zPL4+3-454 z. XT z. T3 K. TI, XT z. Ez . 
2. 7 1 ] -m way Lo me neD D * re. 
I X T3. KT TAL S | z &+1.2+2.2+3 


Atque Series propoſita, ſub debita forma invenietur 
A, B-2A , C-4B+2A, D—6C+6B 
FL Z FT TZ ZTTZTFZ TZTLZTPT ZZ ZF T be 


Et hunc in modum inſtituetur reductio in aliis caſibus. Si fractio 


1 . ® . 
reducenda fit = 1? erunt duo membra in. ejuſdem yalore, ut in Ex- 
* . I o — | * 
emplo ſuperiore. Si ſit n- erunt tria, ut in Exemplo poſteriore. 


Et in genere in valore ipſius Fog ad debitam formam reducti, nu- 


merus membrorum excedet numerum unitate. Hic tamen ſuppono 
1 eſſe integrum & affirmativum; nam ſi ſit fractus vel negativus, va- 


Regula autem generalis pro hujuſmodi tranſmutationibus ea eſt quæ 
ſequitur. Duc Terminos hujus Progreſſionis a, 1 +», 2 , 3+n, &c. 
in ſe continuo, & Facta diſponantur in Tabula ſequente pro ratione Dig- 
nitatum numeri , Coefficientibus tantùm reſervatis, & emerget 


Tabula 


RR 
* * — MT” Woes 


1 EC od on Str n 
* * 


71 
* 
„ 
oF 
1 
. 
4 * 
4 
* 
BD 
2 
993 
> 
4 
3 
8 
43% 
of 
* 


* 
4 
8 
7 
FM, . 

* 
V. 
. "* 
« Sb 
— 
W - 
* 
3 
4 
. 
1 
4 
3 
** 
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Tabula poſterior. 


9 
I 
7.3 4.4. 4 
9 N 7 
R 
I20 274 225 : 85 „ 
720 1764 | 1624 735 175 21 | x | 
5040 £3008 13132 | 6769 1960 322 28 2 
403 20109584 10505667284 22449 4536 34636 4 


e. „ e. e. ee. de. de. de. ec. the. 


Deinde ſumendo Coefficientes ex columnis deſcendentibus, obtine 
bis valores Dignitatum, 


T 1 6 1 
rt ATi Ti * X 2 T3 A4 ＋ Ke. 
4 2 2 II 

2 —2.z+ 1.2 + T ENA I.2+2 z+ 3.2. +4 + &c. 
I 11 


1 * ab this 
b PUT DT aft EF TX 


Et ita porro in reliquis. Adeo ut habit Serie ex dignitatibus com- 
poſità, ea ſemper reduci poſſit in aliam forme de ſideratæ, ope hujus 
Tabulæ. 

| AT NL” B C E. | i 

Vel propoſita Serie — + =; +53 + x7 + &c. ſume Coeffici- 

entes ex columnis tranſverſis, & ponantur 


8=A, 
b=A-B, 
c=2A+3B+CO, 
d=6bA+11B+6C--D, 
em=24A+5;oB+35; C+ioD+E, 
f=120A+274B+22;5C+8;D+1;E+F, 
| &c. 
Atque 


* 
4 
y 


— — ——— — 
= 
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Atque Series ex Dignitatibus compoſita tranſmutabitur in ſequentem 


debitæ forme - 
h 4 


a c 
— — — — + — — + &c. 
TPI TN 12 2 Tr Tr TTT Tri 


. I . * . . * 
Proponatur nunc Fractio En primùm ope Diviſionis reſolvo 


1 
5 1 1 i 1 ; 
eam in Seriem vulgarem —— _— A -F Xe. unde eſt 


=1, B= -n, CS, D-, E=, &c. & hiſce va- 
loribus ſubſtitutis, emergent a=1, ISI, c=2—3n-þn', d= 
Cm 117+ 61% -, &c. atque adeo 


ad = 4. -t. 4. Un 
aL T #4 —4.2+1 +xbizh Tat ab 2 +3 T zz: bb-2.2+3.244 + &c. 


1 


I I — n 2 — 7 J — 2 \. Ars « 
Hoc eſt Tf r * TCT D-+ &c. 


Ubi quantitates A, B, C, D, &c. jam deſignant Terminos hujus Seriei 
more Werotoniano. Et patet Seriem abrumpere quotieſcunque eſt 7 
integer & affirmativus. In aliis Exemplis denotet etiam 2 mini— 
mum Factorem in Denominatore, & Series ſemper abrumpet hac me- 


thodo ubi ejus natura tulerit. Ut ſi Fractio fit pono 


I 
x. x — 3. x ＋- 2 
z -, minimo utique trium Factorum; tum erit Ng, & 


x 2 g: Atque evadet Fractio * I; 25 ſive multiplica- 


I 3 1 8 149 272 
one facta, T bz TTS. quæ dividendo fir — — 2 * — 


1441 7443 , 37909 
> 9 


7 $ 
2 2 


— &. Unde eſt A=, B==1, C=—8, 
D == 49, E =— 272, F =--1441, =— 7448, &c. Et exinde 


prodeunt a=0, b=1, c=—5, d=12, e=—12; at F & reliquæ 
ſunt nihil: & per conſequens abrumpit Series, exiſtente accuratè 
I 5 —_ 8 5 | | 
tc Rt rf 
I 


fn e Gent ng 1 | 
q a. -C. Kc. fit z minimus Factorum, 


12 12 


adeo, ut a, b, c, &c. nt affirmativi, & ſi ſint quoque integri, Series 
terminabitur, alias excurret in infinitum. Ubi vero Series abrumpit, 
cadem inveniri poteſt plurimis modis idque elegantiùs quàm per regu- 
lam ſupcriorem generalem: quippe a concinnitate alieniſſimum eſt, 

primo 


FI Wa x 1 
W OS e e 


Kreer ee 


A oath, Via {tk 


ad 


8 , 4 - ads Fi A PETER 2 * 8 ” 
AA UK ˖Ü—˙··•ůͥmᷣ²..7 . Er | * 


< 3 1 7 IF 
„FEE ty, Es 3 $22 5 


. 
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primo reducere Fractionem finitam in Seriem infinitam, ut poſtea ejus 
valor habeatur in Terminis numero finitis: quod nos hic fecimus ut re- 
gula generalis illuſtraretur, non ut doceretur optima methodus quando 
Series abrumpit. 


Si in Tabula priore excerpantur numeri ex columnis aſcendentibus, 
& ponantur 

a A, 

b — BEA, 
c=C-3B-A, 

e E —10D+2;5C—1;B+A, 

f=F—1;E+6; D-9go C+;3i1B—A, 

C. 


2 A B © 
Tum Series hujus form PI L JI 2 IEE A＋ &c. 


13 4 
migrabit in hanc += += r &c. que ex Dignitatibus 


componitur. 


In hiſce Tranſmutationibus nullam habuimus rationem Termini 2 


quoniam is abſque ulla Tranſmutatione ambigue pertinet tam ad Seri— 
em Dignitatum quam ad eam Factorum. | 


E PA RS 


4 2 — IC 2 1 * en 2 4 r de ns 5 * 
r ue RR ET ary T5, Pn © BK: 25 2 


er 1 * PRIN 5 __ Ee WE Aa oe SA aaa acct 
— N S RG * 7 5 
= y a Ha _ * * F N . 
F 5 Cr "EIS * W "0. FE, 02 W WF 9 . 
3 * R e * 4 p ; Ss, 
* 
* 
* 
* 


5 — WO — *” ꝓ 2 — . we; Zan 


— 9 —— — 


8 Lag os or Ye IN 
NE, - eee 


es Ns 7 


e N i — 


P 


$* 
* 
0 * 
1 
2 
* 
2 
1 

Fn 


,, 
5 
2 
% 
\ 


PARS PRIMA. 


D E. 


Sumimatione Ferier tui. 


N hac parte prima conatus ſum abbreviare computos in 
Quadratura Curvarum, & in Problematibus etiam difici- 
lioribus, idque perveniendo ad valores Serierum infi— 
nitarum magis expedite quam per ſimplicem additionem 
| Terminorum ut vulgo fit. Hac quidem in cito con— 
vveergentibus abunde rem conficit, neque ulteriore opus 
eſt art ificio: attamen ubi lentè convergunt immenſus plerumque Jabor 
requiritur, & eo quidem major quo minor eſt convergentia; quod 
fi lentiſſimè approximent, evadunt penitus intractabiles. Etenim no- 
tiſſimum eſt nonnunquam opus eſſe ultra mille numero Ferminos, 
ut ſumma habeatur juſta ad duas treſve figuras. Monſtrabimus ergo in 
ſequentibus methodum expeditam tranſmutandi eas omnium lentiſſime 
convergentes in alias celerrime approximantes; ex quibus ſcilicet ſum- 
me ſupputari-queunt minimo. labore ad plurima figurarum loca. 
Abrumpent quidem Series tranſmutatæ ubi ſummandæ {ſunt ſumma- 
biles; eoque in caſu tranſmutatio evadet ſummatio. Sed de Seriebus 
ſummabilibus minus ſollicitus ſum eaſque obiter tantum attingo, ut- 
pote quæ in Quadraturis raro prodire ſolent. Hic enim non operam 
collocavi in eruendis Seriebus inutilibus quæ per obvia Theoremara. 


funt.. 


2. 
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ſunt ſummabiles, ſed in eruendis Theorematibus per quæ Series utiles 


expedite poſſint ſummari ad tot figurarum loca quot uſus quicunque 


requirunt, 


De Seriebus ſimplicioribus. 


Non tantum Seriei convergentia ſed & ſimplicitas plurimum confert 
ad contrahendos calculos. Quapropter priuſquam ad Tranſmutationes 
accedamus, ſciendum eſt Series Newtonianas in Tractatu de Quadratu- 
ra Curvarum, non ſolum abrumpere ubi rei natura tulerit, ſed & eſſe 
omnium ſimpliciſſimas, ubi excurrunt in infinitum, atque eapropter 
præferendas eſſe iis quæ inveniuntur methodo vulgari, ſcilicet redu- 
cendo Ordinatas in Series convergentes, ut exinde computentur Areæ. 


N= . | o 0 
Sit -r PV Ordinata Curvæ, in qua x eſt Abſciſſa, e & 
F Coefficientes, atque - 1, — , & » indices Dignitatum: pone 


0+ y _ 0 TA , & juxta Newtonum Area erit 


r= s = 
" ms 1 

fa 1,1 opt ſe ano tit. 

92 eto TTL. e 22 e — 7 6 


Ubi A, B, C, D, &c. deſignant Terminos, quemque in ſuo ordine ab 


E 


9 5 x" 

nB LAS 

initio: ſciliceteſt A 3 — 3 8 "Ba 

& ſic deinceps. Proponatur jam inventio Arcũs ex dato Sinu recto x, 
I 


vel quod perinde eſt, Quadratura Curve cujus Ordinata eſt * 


— 
hæc ad debitam formam reducta fit x* x1 = ' que comparata 


— i - 


cum Ordinata generali dat e=1,f=—1, y == 2, (— Ig, AI =Z—z 
adeoque Ii, A: et exinde r=}, l; quibus valoribus in 
Theoremare ſubſtitutis, oritur pro Arcu Series 

V= TZ Ax +2 B C - D A Ext &c. 
At ſi Ordinata propoſita prius reſolvatur in Seriem per Theorema New- 
toni pro evolvendo Binomio, dein capiatur Fluens cujuſque Termini, 


prodibit pro eodem Arcu Serie | 


1 1X1 2 ZX3 2... 5X5 „1 - 7 if 9X9 Þ £2: &c 
CRETE * i Pie 1 F * 


Unde patet priorem longe ſimpliciorem eſte & proinde facilius continuari 


in infinitum. Exempli gratia, ſi Arcus quæſitus fir octava Po totius 
; ircum- 


r 
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Circumferentiæ, ejus Sinus x erit æqualis Vr, quo ſubſtituto, evadet 
Series 


Prior +2 ALR C EZ DEA bee. 

Poſterior Vi A ATN BNA CTA D- E- &c. 

Quo in caſu prior duplici de cauſa eſt præferenda, tum quoniam per 
Factores ſimpliciores producitur, tum quia libera eſt a numero ſudo 
ui reperitur in poſteriore. Attamen uhi x eſt quantitas rationalis, & 
imul x V xx irrationalis, Series poſterior eligenda eſt, modo fit x 
magnitudinis uſque adeo contemnendæ quæ efficiat Seriem celerrime 
convergentem; hac enim ratione evitatur extractio Radicis quadratæ. 


Inſuper fi fit x =1, neceſſe habemus recurrere ad ſecundam, quoniam 
in illo caſu evaneſcit quantitas Vi, in quam prima multiplicatur. 


De Seriebus gue celerins conderguut. 


Ubi quantitas indeterminata, creſcente ei quæ deſideratur, cito 


evadit prægrandis, & tandem infinite magna; Termini Seriei ex illa 
compolite erunt alternatim negativi & affirmativi, & approximabunt 
lentius quam ubi indeterminata ultra datam magnitudinem creſcere ne- 
quit. Ut fi quæratur Area vel Arcus circularis, melius eſt adhibere Si- 
num rectum qui nequit eſſe major Radio, quam Tangentem quæ cito 


excreſcit in immenſam longitudinem ; ut olim obſervavit Newtonnrs, Et 


e contra præferendæ ſunt Tangentes in Hyperbola, utpote quæ da- 


tam magnitudinem ſuperare nequeunt, ſed continentur intra determi- 


natos limites, eoſque ſatis arctos. Sed quæ hic diximus, non impedi- 
unt quo minus Area vel Arcus, magnitudinis mediocris vel contem- 
nendæ, poſſit exquiri prout cuique viſum fuerit: nam differentia tan- 
tum eſt notabilis in iis caſibus in quibus quantitates queſitz ſunt ma- 
ene. Atque Series quarum Termini ſunt per vices negativi & affirma- 
tivi ſunt magis tractabiles quam alteræ, ubi de Summatione agitur, 
Quæ autem hic dicta ſunt de Curvis binomialibus, obtinent quoque in 
lis ſuperiorum nominum. 

Verum quidem eſt Series celeriter convergentes multifariam inveniri 
poſſe, adhibita Methodo differentiali New/onzana. Sed quo magis con- 


vergunt eo magis ſolent eſſe compoſitæ: quapropter præfero ſimplicio- 
res etiamſi lentius convergentes. 


F Pe 


18 Summatio Serierum. 
De Summis ſucceſſivis. 


Per Summam ſucceſſi vam intelligo quantitatem quæ ſuccedit Summa 
omnium Terminorum, quando Termini ſubſequentes deveniunt in loca 
antecedentium. Ut fi Summa fit. TT! TT“ + T4 Tiv Tv AN- &c. 
ſcribe Terminos poſteriores pro prioribus, & habebis Summam ſucceſ- 
ſivam T'4+T” -T“ + Tir TY &c. in qua denuo ſi ſubſtituantur Ter- 
mini conſequentes pro antecedentibus, proveniet Summa I“ T“ + 
Tie Ty 4-Tvi-+ &c. quæ ſuccedit noviſſimæ; & fic deinceps. 

Hinc fi 8, S', S”, S“, &c. denotent Summas ſucceſſivas, erunt 


S. STAT. AT. LTA, &ec. 
F Fr 
K = PA I 4TH 4c he 
PIs wil Wd 5 


Hoc eſt, fi a Serie quavis infinita ſubducatur primus Terminus, & 
a reſidua ſubducatur etiam primus Terminus, dein ab ea quæ relinqui- 
tur rurſus ſubducatur primus Terminus, & fic ad libitum; Series hoe 


modo gradatim mulctatæ primis Terminis, erunt Summæ ſucceſſivæ; 
hoc eſt, 


S=SoT,S=ST, S'=S'wT", fc. 
VelS =ST, 
S281 F., 
ST 
8 S — 1— T'— 5 in == s Hap 
&c. 


Hic locuti ſumus de Summis Terminorum omnium in infinitum, que 
incipiunt ad datum quemvis Terminum; nam quicunque Terminus fit 
T, Serit Summa ejus & omnium ſequentium, item S' erit Summa ip- 
ſius T' & omnium reliquorum. Hæc quidem obtinent ubi agitur de 


Summa Terminorum numero infinitorum : Attamen ubi agitur de Sum- 


ma Terminorum quorum numerus eſt finitus, S erit Summa Termino- 
rum ommum abinitio ad datum quemvis Terminum T, & S' erit Sum- 
ma eorundem Terminorum dempto T, atque S” erit Summa eorun- 
dem demptis duobus T, T', & fic in reliquis. 

Hinc in Summatione Terminorum a dato quovis Termino ad infi- 


nitum, ſi z fit longitudo Abſciſſe que correſpondit Summæ S; tum 


2 I, 2 T2, 23, &c. erunt longitudines ejuſdem reſpective cor- 
reſpondentes Summis ſucceſſivis 8, S“, S“, &c. Et e contra in Sum- 
matione 


n as. or fd 


, Leven 5 OE” ne * . 12 d "<6 n ; n PFF 2 
HE 262 e ee Bog IO * 
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matione Terminorum a dato quovis uſque ad initium Seriei, longitu- 


dines 2 — 1, 2 — 2, Z— 3, &c. reſpondebunt Summis S', S“, S“, &c. 
dummodo ipſi S reſpondeat Abſciſſa 2. Nam in primo caſu diſtantiæ 
Summarum ab initio perpetuo increſcunt incremento Abſciſſæ, decreſ- 
cuntque eodem decremento in poſteriore. 

Sit 8 S' Curva quævis cujus Aſymptotos eſt a h, eique parallela Ab- 
ſciſſa AB. Dividatur Abſciſſa in partes innumeras inter ſe æquales AB, 
BC, CD, &c. Et a punctis diviſionum A, B, C, D, &c. erigantur per- 
pendicula ad Aſymptoton, decuſſantia Curvam in punctis 8, S, S”, &c. 
Aſymptoton vero in a, b, c, &c. A punctis 8, S8“, 8“, &c. ad Ordi- 


F . 


natas proxime antecedentes ducantur S's, 8g, 8“), Sirg, &c. paral- 
lelæ Abſciſſæ; adeo ut Sa, 88, S'y, 8“, &c. ſint differentiæ Ordina- 
tarum tam earum quæ extenduntur a Curva ad Aſymptoten, quam illa- 
rum quæ a Curva ad Abſciſſam porriguntur. Igitur Ordhatz inter- 
ceptæ inter Curvam & Aſymptoton exponent Summas, & differen- 
tiæ pergendo ab iiſdem in infinitum exponent Terminos. Hoc eſt, fi 


e Si deſignet Summam, ſuccedentes erunt f SV, g Si, YSvii, &c. qua- 


rum differentiæ « Siv, C Sv, y Swi, &c. in infinitum ſunt Termini quo- 
rum Summa eſt e Siv, Et ſimiliter fi E Sir, DS”, CS”, &c. deſig- 
nent Summas ſucceſſivas, quarum prima eſt E Sir, differentiæ ante- 
cedentes 48“, 58“, &c. exponent Terminos numero finitos pergentes 


ab Ordinata E Sir uſque ad initium Seriei. Summatio igitur Serierum 


redu- 
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20 Summatio Serierim. 
reducitur ad inventionem Ordinatarum ex datis earum DifFerentiis, 
Sed notandum oportere Summam ultimam eſſe nihil in utroqu* caſu 


quod ſemper fiet quando Curva tranſit per punctum A in Abſciſſa, & 


ſimul habet 4 pro Aſymptoto. Hæc cautio adhibenda eſt ut Summæ 
inveſtigandæ per methodos tradendas, ſint veræ, correctione minime 
indigentes, ut ſzpiſſime fit. in quadratura Curvarum. 


PRO POS1710 J. 


Termini alicujus Series formentur ſeribendo numeros 


I, 2, 3, 4, 5, Se. Nc. pro 2, in OQuantitate A 4 BZ + 
C 2.2—1 J D z. 2—1.2—2 ＋ Ez. 2—11. 3 + &c. 
zum Summa Termmorum ab initio quorum numerus 
eſt z, erit 

AzZF1 1 in 2 Bz -FCz. I-24 DZ.—1 2—1 Es. 1.1. 2—3 —— &c. 


Ubi notandum eſt quantitatem z 1 duci in totam Seriem que eam 
immediate ſequitur. Propoſitio autem ſic demonſtratur. Finge Sum- 


mam S = Az IF in = Bz++L C2, z—i-+zDz. Z un 1. 2—2 I &c. 
five S = Az Bz-+1 nee 2.3 —i+3Dz+F1. Z.% = i& 2 + &c. 
Dein ſcribe valores variabilium ſuccedentes pro preſentibus; hoc eſt, 

S—T Pro S; & z—1 pro 2; atque obtinebis 8S — TS AZ * 
zBz.z=r Z=1T. ＋ 4 Sn. 2 ＋ DZ. 1 L—1-C—2. Z=3&c. ſubdu- 


cito nunc hanc Æquationem de priore, & manebit TS A BZN 


Cz.z—1-+Dz.z—1.z—z+ &c. Unde e contra fi detur hic valor 


Termini ut in Propoſitione, Summa erit ea quæ aſſignata eſt. Inſuper 


ng Summa dit e quando eſt z nihil: adeoque conſtat Theore- 


— 1 
__ i 4 a k . : 0 f N * 
- 8 s 89 .4 . & 4a £ 4 


Ex EM PLUM I. 


Detur Series numerorum naturalium 1, 2, 3, 4. 5, 6, &c. hi for- 
mantur ſcribendo 1, 2, 3, &c. pro 2, in ipſa quantitate z, quam ita: 
que comparans cum Termino in Theoremate, erit Ao, B=1, & 


C, D, E, & lequentes nihil; quibus valoribus ſubſtitutis prodit Sum- 
* 5 


ma 15 in + 2, ſive 


pro aggregato tot t Terminorum Seriei 
propo- 
3 


RR” 82 . * E 1 . , , a 5 
7 FP a *. « bo.” a a  _ ” <4 ** — , 
: * ö « f * LE # « a 9 , ad * 1 bs. wr * nnn. 4 WE" * 
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Summatio Serierum. 


propoſitæ quot ſunt unitates in 2. Ut fi fit z=6, proveniet — 


pro Summa primorum ſex Terminorum, 


ExEMPLUM II. 


Detur jam Series numerorum imparium 1, 3, 5, 7, 9, Its "as hi for- 
mantur ſcribendo 1, 2, 3, 4, &c. in Quantitate 22—1, 1d eſt, — I ＋-2Z, 
quæ comparata cum valore Termini generali, dat , B=2 


25, 


C, D, E, &c. nihil; quibus ſcriptis in Summa, emergit —2 + gi 
22 
in = vel zz pro aggregato tot Terminorum quot numerat x. At- 


que ita quidem ſe res habet in caſu præſente, nam Summe ſucceſſi- 
ve ſunt Quadrata numerorum naturalium, 


ExEMPLUM III. 


Summanda fit Series Quadratorum 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, &c. quæ 
formantur expreſſione zz. Per ea que in Introductione explicantur, 


quantitas 2 reducta ad formam Theorematis, evadit N 5 


adeoque A=o, B=1, C=1, & inde fit Summa 1 in 


hoc eſt — — — Exempli cauſa, ſcribe 7 pro z, & MY 


8.1 ; 
— 4 140, quod eſt aggregatum ſeptem Terminorum. 


EXEMPLUM IV. 


Proponantur nunc Crs numerorum imparium 1, 9, 25, 49, 87, 
121, 169, &c. eadem formantur fcribendo 1, 2, 3, 4, &c. ſucceſſi ve in 


expreſſione 1-42 2 — 42, que fic ſcripta 142. 1, dat A=1, 
B oo, C=4, D, E, &c. nihil: & hiſce ſubſtitutis, prodit Summa 


1 3 422—2 
2+Zz+1 in 3 2.1, five | 


EXEMPLUM V. 


Si dentur Cubi 1, 8, 27, 64, 125, 216, &c. quos afſignat 23, re- 


ducatur 25 ad Jobitam formam 2 ＋3 . ITZ. =. 2; eritque 


A=o, B=1, C=3, D=1, reliquæque erunt nihil; & . 
(3 c 


= 


- — —3“ᷣ7ĩ 2 — > ws * 


W — — — * 22 2 
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_— — — 
6—q——ä— — — — — — — 1 — — 
— r ® on » we - ; 
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tur ſcribendo o, 1, 2, 3, 4, &c. in quanuUrare.” 


22 Summatio Serierum. 
eſt Summa Pi in Z TZ. IHE TZ. =I. =, que concinnata 


evadit X 2 PN. Et hinc conſtat Summas horum Cuborum eſſe 
4 | 


Quadrata numerorum 1, 3, 6, 10, 15, &c, ſcilicet T riangularium. 


SCHOLION. 


Hujuſmodi Series facilius ſummantur per Terminorum Differentias: 
deſignent enim A, Az, A3, &c. Seriem ſum- 
mandam ; collige Terminorum differentias pri- A A2 A3 A4 Ag 
mas B, B2, B3, &c. ſecundas C, C2, C3, &c. B B2 By B4 


tertias D, Da, 8c. & fic porro uſque dum perven- C C2 C3 
tum fuerit ad ultimam que hic eſt E: & Sum- D D2 
ma Terminorum cujus numerus eſt z, erit E. 

2 2 2—1 2 2—1 r 2 FT ZZ 2—3 
ATR een , R ONIONS 


Fi, 


Sed notandum eſt quod differentiæ ſumi debeant auferendo priores de 
poſterioribus, hoc eilt, ponendo BS A2 — A, Bz=A3—A2, &c. 
tum C=B2—B, &c. Hujus autem demonſtratio pendet ex methodo 
differential! Newtoniand. 

Proponantur Series 1, —I1, o, 8, 
27, 61, 114, 119, &c. & collectis dif- 1, —1, o, 8, 27, 61, 114, 190, 


ferentiis ad modum ſupra expoſitum, —2, 1, 8, 19, 34, 53, 76, 

invenietur Art, B32, Cr. 3, 7, 11, 15, 19, 23, 

D = 4, reliquæ autem nihil ſunt, ade- 4,44 45 4s 

oque evadit ſumma | | 

2 2E Sl E 1 „ Tre] - Fee? - Lon 

end}, BY, i ee, F 

quæ in ordinem redacta fit e ” Series autem forma- 
| 42) —=2 ZZ— 13 2+ 6 
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Summatio Serierum. 23 


PROPOSITIO II. 


Termini cnjuſcunque Serie: formentur ſcribendo nume- 


ros guoſors uniate diſferentes in Duantitate 
B 


. | es, D 
2.2]-1 by 2.2-]-1.2-|-2 * . SEI. 2 ＋-2.2＋3 * 2.2]-1.2J-2,21-3 24-4. * 
Sc. Summa omnium Ter minorum in infinitum, incipi- 


ens ad datum quemlibet Terminum erit 
1 2 C D 
* T. ZPT TZ TTT ZF TTT LTT. TR ＋ &c. 


Pone Summam S — 


A B C D 

= TT Tit zz TZ TTT X ＋2. 2 T3 ＋＋ &c. 
Tum ſcribe valores ipſorum S & 2, conſequentes pro antecedentibus, 
hoc eſt S -T pro S, & z-+1 pro z, quoniam jam agitur de Termi- 
B 

1.2 * 


is numero infinitis: & proveni — 1 — | 
nis P et 8 1 IT 22 


C PR EO ION? = mw : 
3.2 zz TFN ＋ &c. Hæc Æquatio ſub- 


| 3 A B 

ducta de ſuperiore, relinquit T = 7 E ＋ 2 P ES 
C D ö 

L. Z PI ZP Z- Z T3 80 z. ZI. 2 ＋ 2. 2＋43.2＋T-4 ＋ &c. Unde e 

contra ſi detur hic Terminus, Summa erit ea quæ in Propoſitione aſſig- 

natur. Q. E. D. | | 


2 = 
2-1-3.2J-4. &c.” rejice ul- 


timum Factorem, dein divide reſiduum per numerum Factorum qui re- 


-ollarium 1. Si Termi ſi 1 
Corolla Terminus t PCT. T2. 


linquuntur, atque habebis Summam Terminorum. Sit Terminus r! 
1 3 3 
rejice ultimum Factorem z, & manebit Z quumque unicus lit Fa- 


ctor reſiduus 2, erit 2 Summa omnium Terminorum, 


Sit 


— _ - — 2 i... 
—— «44 ⁵ ꝗ—:: y 
N 
* 


24 Summatio Serierum. 
B 


it! rminus conſtans ex tribus Factorib ejice ul- 
Sit jam Te 8 F us 21.242? 9 


1 25 
timum Factorem z 2, & reſtabit F247? que diviſa per 2, numerum 


* . . . B 
utique Factorum qui relinquuntur, exhibet —— 1 pro Summa. 


TR C ; 
Similiter ſi ex Termino — PITF ex quatuor Factoribus con- 


flato, rejiciatur ultimus & 3, & reſiduum dividatur per 3, obtine- 


bitur Summa FTE 12 


Si Terminus fit , rejice Factorem 2, & quoniam nullus reſtat, di- 


vide A per Nihil, & habebis pro Summa Quantitatem infinite mag- 
nam, uti notum eſt. Et hac de re primus quod ſciam egit D. Taylor 


in Methodo Incrementorum. Eadem etiam fuſius & elegantiſſime tra- 


ditur a D. Nicol in Actis Academiæ Regiæ Pariſienſis. 


Corollarium 2. Per ea quæ hac ſuper materia habentur in Introdu- 


k : A 
ctione, conſtat Terminum quempiam —- Pa ZT Ac. Kc. reſol- 


vi ſemper poſſe in Terminos duos forte aut plures ſummabiles & nume- 
ro finitos, quando a, b, c, &c. ſunt numeri integri; in illo igitur caſu 


. . 5 0 1 8 @ ; . * 
Series ſummabitur. Ut ſi Terminus ſit Ez idem reſolvitur in tres 
Terminos fummabiles >> = tz v 
erminos JUMINADI1IIEeS LI T. 1.2 T. PI TZ Z= n- 


8 ; I I 2 
de per Corollarium præcedens, erit Summa 2 Fi + ZEST 


2 
6 112 ER 
quz ſimul juncta ſunt 7 — —— Et ſimiliter ſi Terminus ſit hu- 


a Z 4-234 dz* + &c. 


jus forme Z Foz FCZ TTT. c. Series ſummabitur, dummo- 


do à, b, c, d, &c. ſint integri, & numerus Factorum in Denominatore, 
ad minimum binario excedat altiſſimum ipſius z dimenſionem in Nu- 


meratore. Sed excipio caſus in quibus duo aut plures Factores in 
Denominatore ſibi invicem æquantur; in illis Series non ſunt ſumma- 
diles. 

EXEMPLUM, 
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Summatio Serierum. 25 


ExXEMPLUM I. 


Proponatur Series ſummanda 


I 


I I 
FEW TATE. 
I I 


18.8 1 + &c. Termini hujus Seriei aſſignantur quanti- 


tate ; wy E = 32-6 uti patebit ſcribendo pro a ſucceſſive +, 14, 


4 I I 

22, 37, Kc. id eſt, hie 7 PT. 22 unde fit Summa: 11 r 
Nam in eadem ſcribendo pro 2 valorem ſuum primum &, prodibie * 
pro Summa totius Seriei. Si ſcribatur pro z valor ſuus ſecundus 1. +, pro- 
dibit , pro Summa totius Seriei dempto primo Termino. Si pro ⁊ 
ſcribatur valor ſuus tertius 25, prodibit 32 pro Summa totius Se- 
riei demptis primis duobus Terminis. Et ſic in infinitum, 


EXEMPLUM II. 
p 1 1 1 8 Kc. T. 2 
roponatur Erles 4 __ 3:6 _ + 7 =_ 5 8 _ = ermt- 


if a 2 . I . *y » 
ni hujus aſſignantur quantitate Ez: in qua oportet ſcribi 1, 2, 3, 


4, &c. ſucceſſive pro z. Quantitas autem E reducitur in tres Ter- 


$a 


bo * | . 1 | 2 : BY. 2 i 
mines ſummabiles nempe 7 A f ——— 2. 
7 4 . 4 1 1 4 2 2 6 


22 32.21.22? fre 47. =o wag wg 


Jam fi vis ag e omnium omnino Terminorum, ſubſtitue in Sum- 


ma unitatem pro 2, & obtinebis 1 == id eſt 1+ pro valore Se- 
riei propolitz, 


ExEMPLUM III. 


3 16 
2.3445 e e 


Detur jam Series 
— 


TT IT &c. abi Numeratoresſunt Quadrata numerorum naturalium; 
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26 Summatio Serierunt. 


. | ilib . M hit | M 22— 22 
Terminus quilibet in genere aſſignabitur expreſſione — b. 2-L2.2 7 
exiſtentibus 2, 3, 4, 5, &c. valoribus indeterminatæ ſucceſſivis. Et 
quantitas illa reſolvitur in tres Terminos ſummabiles ſcilicet = 


1 7 


2.2+1.2þ2 T —— & inde Summa WAS 2 +1 1 - 8 


— 62? — . a 
7. ZPT. Z Tz. , hoc eſt SPI ZTEZ- Aua ſi ſubſtituas 2 pro 2, 


habebis , pro valore Seriei. 


ExXEMPLUM IV. 


I 3 
1. 2.3.45 r e 5.5.78 K 
&c. ubi Numeratores ſunt Cubi numerorum imparium 1, 3, 5, 7, &c. 
Poſitis jam 1, 2, 3, 4, 5, &c. valoribus ipſius z ſucceſſivis, Termins 


Quzratur valor Seriei 


— | OED 8 6 — wy. 
PE per expreſſiunem — 4 5 * quæ reſolvitur 
in 1 5 386 I 
in T0 NT TZ TTT. FLZ pag 


729 8 1 — 


T. Z PI. T2 A4-2 2 ＋3. ZFA yo — bard => z+1 T 


386 729 


32.21.2+2— 42.2+1.2+2.2+3? hoceſt, 122.2 T1. 2 


n= 
2. 3 


qua ſi ſcribas primum valorem. ipſius z, id eſt, unitatem pro 2, inve- 
nies 244. eſſe valorem. Seriei. 


EXTE MPL UM V. 


| 53 
Proponatur Series oſs oooh = 7 I = + &c. quam in- 


venit Vicecomes Brounker pro 3 rebel Terminus qui- 


vis in genere aſſignatur per expreſſionem 2 proud ubi valores ipſius z 


ſunt 2, 12, 22, 32, &c, Et quantitas reducta ad formam ſummabi- 
lem evadit 
'A | I 


42.21 


"Oe n 
* "MA 2 


ET A 


* 
„rr ˙ 1A ond xe eddie de oa GA 
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Summatio Serierum. 
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27 
F 3 1. 3 8 = 

4% +1 T Sz 1.2+2 IGL I.z+2.2-þ 3 Tas 1. X ＋ . TI LTFA & c. 

Excurrit quippe in Seriem infinitam propterea quod differentia Facto- 


rum eſt numerus fractus in expreſſione aſſignante Terminos; hoc uti- 
que indicium eſt Seriem non eſſe ſummabilem. Regrediendo autem 


Termino ad Summam, habebitur 
I 1 1.3. 


* * 122. 1 ö 
42 zz: TTT ZTTZTNNZZ TT. 2,243 ＋ Kc, 


Quz eſt Series eo citius convergens quo major eſt z. Sed ob facili- 


I 
orem computum pone A 2 


A 3B | 
wan, 7 3 =p DSZ : = 7 85 ors 2210? 

&c. atque erit Summa, A4+3B+3C+z3D+;3E—+ &c. In qua fi 
pro z ſubſtituatur primus ejus valor 3, habebitur valor totius Seriei 
ſummandz: fi pro 2 ſubſtituatur ejus valor ſecundus, proveniet Sum- 
ma omnium Terminorum dempto primo; ſi pro z ſubſtituatur ejus 
valor tertius, proveniet Summa omnium exceptis primis duobus, & 
ſic porro. Subſtituo igitur pro z valorem ſuum decimum quartum 
132, ut 2 fit fatis magna ad efficiendum Seriem celeriter convergere z 
& habeo A n. B= A, Cr B, D=440C, ES N YTD, F. 
2 E, &c. quo in caſu Summa A+;B++C+zD + &c. zquabi- 


5 I 1 2 oe 1 f 
27 28 ＋ 29:30 * 77 ＋ &c. toti utique Seriei ſummandæ 


tur 


demptis primis tredecim Terminis. Horum igitur Summam quæ- 
ro per additionem, invenioque fore . 674288961. Dein ut obtineam 
Summam reliquorum, calculo eruo A, B, C, D, &c. ad tot decimalium 
loca quot eſt animus; eoſque inventos divido reſpective per 1, 2, 3, 4 

5, &c. ut vides. | 


A=.o018518;19 018518519 
B = - 638570 319285 
C = 561797 20599 
D = = - - 9363 2341 
E = - - - 1873 s 375 
1 76 
= -.- - 128 | 18 
— — 41 5 
I =---- 14 4 
018861219 
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28 Summatio Serierum. 


Eoque pacto obtineo . 018861219 pro Summa Terminorum omnium 
poſt decimum tertium; hæc denique adjecta aggregato initialium pri- 
us invento, conficit . 693 147180 pro valore Seriei ſummandæ, id eſt, 
pro Logarithmo Hyperbolico binarii. eu Pap 2170 7 

Quo plures Termini ſub initio colliguntur, eo citius converget Series 
quæ dat Summam reliquorum, propter z tanto majorem. Atque hujus 
methodi præſtantia in eo maxime enitet quod addendo Terminos ag- 
gregato initialium, 2 tot unitatibus augeatur, qua ratione Series tranſ- 
mutata ad libitum fere converget. 

Quod autem in praxi impoſſibile ſit aſſequi Summas harum Serie- 
rum per meram collectionem Terminorum, patebit ex computo ſe- 
quente; ubi habetur Summa centum, mille, decies mille, & ſic por- 
ro uſque ad decies millies centena millia Terminorum. 


10 = - « \ {.690653446 
1000 692897242 

I0000 = = - [.093122181 

I 00000 - - - | 693144680 

SUOMI e Terminorum y 3146930 
I 0000000 = - .093147155 

I 00000000 - Þ 1.093147178 

1 000000000 \-093147180 


Ex hoc calculo conſtat centum Terminos dare Summam accuratam ad 
duas figuras; & gradatim decuplum Terminorum numerum colligen- 
do, lucrari preterpropter unam tantummodo figuram: adeo ut fi quis 
vellet eruere valorem hujus Seriei accuratum ad novem figurarum lo- 
ca, nulla arte adhibita præter additionem, requirerentur circiter decies 
millies centena millia Terminorum. Et hæc Series convergit longe 
2 quam aliæ quamplurimæ, quarum valores ſunt Quantitates 
nitæ. 


ExXEMPLUM VI. - 


Summanda fit Series 1-|- 3 +3 + + +2--+ &c. ubi Denomi- 
natores ſunt Quadrata numerorum 1, 2, 3, 4, &c. & Terminus in ge— 


11 | Z a | 
nere eft : hic reductus in formam ſummabilem, evadit 


1 : 3 1.2 2 1. 2 3 3 
* N 12 X IAA} Tz XZ. 3. X 4 8 
Ergo Summa = | 
2 I 1.2 1.2.4 


— 4 — 


7 zFTjzzfiititizeÞF 2 T2. 2 T3 


＋ &c. 
Quæ 


0 = 
5 a FUF RE. ati, nt ego . * TN 9 "EF f 8 . 
* + 8 3 * . * E r - N 4 5 2+ . 6 OTE OY ONE FOSE 


= 
elk i "IA a + ”» Far * 8 * 1 
. ̃—owis d qfẽ!4LE ! =ůqQƷr!w-＋q́a&ꝶꝶ ͤ r on Te N . 0 


Summatio Serierum. 29 
Quæ ponendo A — B = 41 . ==, — =, 
E=,4—, ＋ Kc. evadit A +> B+5 C-> DA &c. Jam fi 


pro 2 ſubſticuatur ejus valor decimus tertius 13, habebitur Summa. 
omnium Terminorum in Serie ſummanda poſt decimum ſecundum; quo 


SAI ble 
in cafu erit AST, * A, C = D==C, E= De. 
Et A B +7-C —— 4 &c. erit Summa Terminorum 


I I I | 
169 196 wy 226 + 250 -- &c. Computus autem fic ſe habet 


A=. 076923077 076923077 
B = - 5494505 2747252 
= - - 732601 244200 
D= - - 137363 34341 
— 227212 6464 
F = - - - 8978 1496 
G= - - - 2835 405. 
H= - - - - 992 124 
I =- - - - 378 42 
=. 165 I6. 
L 67 6 
1 3 
N 13 I 
079957427 


Unde prodit -,079957427 pro Summa Terminorum 785 —— + 


= Sc. quæ adjecta aggregato duodecim initialium, ſive 1. 564976638, 
conficit 1.0449 3406; pro valore totius Serici 1 * 7+5+ — ＋ &c.: 


Convergit autem hæc Series minus celeriter ea Brounkeri in Exemplo: 
priore. 


1 PRO P O- 


— — — — — — 
z” 


- 
* . "= 
— - 

— — 

- 


« - — 
— —" 


2 
—— — — 
1 COT => 


30 


præcedentes eos in quibus reperiuntur; ſcilicet eſt A = 


— 
— 


Summatio Serierum. 


PROPOSITIO III. 


Termini cujuſvis Seriet formentur ſcribendo numeros 


quoſlibet uniate aifferentes pro 2 in Quamtitate 


＋ 5... 4 b 1 | d 5 
1 7 TH TTA TZ Taz Fizz; 


erit Summa equalis x in 
a bs Ax C2 Bx | d 3 Cx 


— 2 — — . 3 } "OE 
1. 2 IX. 2. 21 * 1X. Z. Z FEI. 2-2 T IX. 2. 2 TI. Z2 T2. T3 25 


Quantitates A, B, C, D, &c. deſignant Coefficientes Terminorum 
A f 


K 


Role. C 5 (2 Bx 
1— 1— 


B = 


„&c. & ſic porro. Excipio autem caſum in 


quo eſt æqualis unitati : ubi hoc accidit, Series ſummabitur per Pro- 


poſitionem ſuperiorem. Hem vero demonſtrationem. Finge Sum- 
mam | 
B C 


S Sv in = 55 2.2＋1 > 2.21.22 FT 22 I &. 


deinde ſcribe valores variabilium ſuccedentes ST & 2-1 pro an- 
tecedentibus S & 2 reſpective, atque habebis 


STI in 


2-1 ＋* PI. T2 * 21.22.2443 * z+1.2+2.2k3.2zÞ4 —+ &c. 


Hoc eſt, S x7" in 

1 Ce 1 
2-1 T Zþ1.21-2 * 21.22.23 x7 Z TI. Z T2. 2 T3.2＋4 ＋* &ec. 
quæ reducta ad formam ipſius S, evadit 

S -TS in . 

Ax Bx. Ax Cx —2Bx Dx —3 Cx 


—— — — 


2 2. 2-1 TTTTT T7 + 2.——P1.2＋—2.2 T7 + &c, 


Subdu- 


4 © 
Sg S hs ade 8 5 1 2 8 VE ä woo? Tu A Lead te 2 ends £ 
Su an aro ots woo” Worn Le $27 ar eu | 3 
« 


* 85 5 8 
. F ES n TTY TH A en 9m HALL: bot; 4A. 
F 9 ' e i torr nn LT oe g 
: ws * r PSHE, IT TEE a 
2 e 8 ou AP airs AN we id nr, A 


3 


l 8 

9 . 
7 

* 
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Subducito nunc valorem ipſius S—T a valore ipſius 8, & relinque- 
tur Terminus 


—=x* in 

Br=z+Az , Ci—=+2Bry, DA z Cx 

* = Fj + DEE + Ez ＋&c. 

Hic denique valor ipſius T collatus cum illo in Propoſitione, dat 
Af a, Br=xzx+Ax=b, Cr=z-þ2Bx=c, & ita porro. Quæ 
Zquationes exhibent valores Coefficientium ut ſupra, Quare valor 
Summæ recte aſſignatur. Q. E. D. 


Ar—x 
—5i—E— 


ExXEMPLUM LI. 


Summanda fit Series 1 + F += ＋ 7 +5 14 + &c, qua- 


. EY I I 1 
tio ad eandem eſt T in =; nam 


5 . 
ſcribendo „ 1. 325 


&c. ſucceſſive pro 2, provenient Termini Seriei. Comparando autem 


— — 


o * - : 0 1 1 
hunc Terminum cum illo in Theoremate; erit x t, = — , a= 72. 


at b, c, d, e, & Coefficientes reliquæ ſunt nihil. Et hiſce demum va- 
loribus ſcriptis, oritur 


sin | | 
2 „„ 3B. 

DT Ff Bog a | | 8 
RT fn £221 * 1—1. Z. 2 FI. 272 y: 1—1. 2. 2-1. 2 ＋-2. 2 3 &c. 


Ponamus Exempli gratia eſſe ;'=—1; & Series ſummanda erit 


_ +> 1 7 +; — &c. atque evadet Summa 
ITE A 8 2B — 5 30 Ys 
SS in 42 | 22.2+1 T 22,2Þ-1 a 22. TI. z 2.273 & c. 


3 A 2B 30 4D 
Vel S=+1 in 2 2 22 iT 32-16 GT N 5 T &c. 


Ubi A, B, C, D, &c. jam deſignant totos Terminos more Newtonians, 
& non amplius Coefficientes. Et unitas cum ſigno ambiguo in quam 


tota Series multiplicatur, erit affirmativa ubi x — f eſt numerus par, 


& negativa ubi eſt impar. Collige jam duodecem Terminos initiales, 


2 
— T &e. 
conjunctis 


vel quod perinde eſt, ſex in hac Serie 855 —+ : 


30 Summatio Serierum, 


ProPoSITIO II. 


Termini cujuſvis Series: formentur ſerthendo numeros 
quuoſlibet uniate diſferentes pro 2 in Quantitate 


FO OT b 7 | "3 
"A — TT TTT TZ Tz; 


erit Summa equalis x in 


Be 220 bens Ax — 1 ö dg Cx | 
IX I. 2. - +1 = LeeX,Z.ZÞ=I.ZÞ=2 | Lnnx,2,2Þ1.2+2,21-3 


Ee. 


Quantitates A, B, C, D, &c. deſignant Coefficientes Terminorum 
a 


L aa X* 


præcedentes eos in quibus reperiuntur; ſcilicet eft A = 


B FR 5. Ax C 4 c- 2 Bx 


— ? Cn © 


quo eſt æqualis unitati : ubi hoc accidit, Series ſummabitur per Pro- 
poſitionem ſuperiorem. Hem vero demonſtrationem. Finge Sum- 
mam 

B ne RE 


A | D 
— 2 3 
Sin Z + zi THAN Tz iz, I &c. 
_ deinde ſcribe valores variabilium ſuccedentes ST & z-+1 pro an- 
tecedentibus S & z reſpective, atque habebis 


oO, LT in 


A B C D 
fr EFT Fr), T freer, 
Hoc eſt, 8 = jn 


&c. & lic porro. Excipio autem caſum in 


Ax B. Cx Dx 3 

2-+-1 * 21 .21-2 8 2-þ1.24-2.2-þ3 4 2-1 ,2-2.24+3.2+4 OW 
quæ reducta ad formam ipſius S, evadit 

ST=x*T in 

Ax Bx Ax Cx—- 23? ?“  Dx—3Cx 

2 ＋ 2.21 1 2 2 + 2,2—+1,2Þ-2,24-3 ＋ Ke. 


Subdu- 
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Subducito nunc valorem ipſius ST a valore ipſius S, & relinque- 
tur Terminus 


T in 
At—z , Br=z+Asz , Ci—z+2By, DT<=z-þ3Cx 

1 — TE TE. . A Kc. 
Hic denique valor ipſius T collatus cum illo in Propoſitione, dat 
Ar = a, BTX ＋ Ax Ab, Cr=zþ2Bx=c, & ita porro. Quæ 
Agquationes exhibent valores Coefficientium ut ſupra, Quare valor 
Summæ recte aſſignatur. Q. E. D. 


ExEMPLUM I. 


Summanda ſit Series 1+ ＋ +> + 14 + &c, qua- 


„ 1 x 9 1 1 1 1 
tio ad eandem eſt T Yin nam ſcribendo =, 12, 2 f, 3 -» 


&c. ſucceſſive pro 2, provenient Termini Seriei. Comparando autem 
ER I I 


hunc Terminum cum illo in Theoremate; erit x t, » = — r 


at b, c, d, e, & Coefficientes reliquæ ſunt nihil. Et hiſce demum va- 
loribus ſcriptis, oritur 


S2 1 
2 T 7 . 2B. 8 « 2Bt | 
To Fx 2,21 + [=—=1 .2,2-1.22 TR .. 2 ＋I. 2-2. 7-3 &c. 


Ponamus Exempli gratia eſſe ;=—1; & Series ſummanda erit 


— y—— 


in 


_ +> => +7 — &c, atque evadet Summa 
1 8 2B 30 * 
S = AI in 4 TT * TTT T 2. 2 EI. z ＋2. 2 T3 ＋&c. 
5 A 2B 30 4D 
Vel S i in 2 Nr ir 242 * 72-6 TN 5 T &. 


Ubi A, B, C, D, &c. jam deſignant totos Terminos more Newtonians, 
& non amplius Coefficientes. Et unitas cum ſigno ambiguo in quam 


tota Series multiplicatur, erit affirmativa ubi z — > eſt numerus par, 
& negativa ubi eſt impar. Collige jam duodecem Terminos initiales, 


vel quod perinde eſt, ſex in hac Seric = —+ ; — + &c. 


conjunctis 


: . e 2 
32 Summatio Serierum. 
conjunctis binis quibuſque in priore: eorumque Summam reperies 


PD.” . . [ 
7646006915, Dein ſcribe pro z ejus valorem decimum tertium 12 2 


2 I 
& obtinebis | | | 
OST. . 1 4 5 8 

== — — — D+= E : 

56 2 A B Fac T3 35 has | 
que eſt Series ſimplex & celeriter convergens: decem 8 
etenim Termini dant S = . 02079747 19 ut ex computo 77788 
appoſito liquet : & eãdem adjecta aggregato initialium, 5105 8 
provenit 78398 1634 pro valore Seriei ſummandæ: ad ht echt 
quem tamen nunquam pervenire liceret per additionem 2 6 
Terminorum. Atque colligendo plures initiales, valor | 45 
ipſius S longe celerius approximabit. Hujus itaque Pro- $4 
poſitionis ope, Circumferentia circuli product poteſt mi- 5 
nimo labore ad figuras quamplurimas, per Seriem 2 
hancce utcunque lente convergentem; id quod olim mul- 


tum de ſiderabat / Leibnitius. 


8 8 2.020 972 19 
Periferia circuli obtinebitur quoque accuratiſſime 79779 
per Seriem Newtoni ſequentem 1 Ly 5 - - +- _ 


17 ＋ &c. ubi Termini quique bini ſunt alternatim negativi & affirma- 


5 2 : 1 I 8 
tivi. Idem etiam efficitur per hancce 1 ＋ — 233 + 7 8 
3 in qua Denominatores conſtituunt pr k 
16 — 7 &c. in ꝗ progreſſionem nu 


merorum naturalium, dempto quoque terno. Prior æquatur quartæ 

& poſterior tertiæ totius circuraſerentiæ parti, ex ſuppoſitione quod 

horum Arcuum Chordæ ſint unitates. P riuſquam tamen tractentur 
er hanc Propoſitionem, diſpertiendæ ſunt utræque in duas ; prior in 
„ | | 


| | DE To. 12111 
1 — — —— 222 &c. 
5 Po 13 17 R * 

1 1 1 1 1 . 

3 7 11 15 19 2 
| | — 1 1 72 1 1 
Poſterior in haſce 1 = —=+— <= 4 : 
95 Ice fn "TE =o ing” 16 3,06. 

1 3 1 I 1 | 

2 ＋* 8 "I 41 TG 


Dein 


Summatio Serierum., 33 


Dein harum quatuor unaquæque ſeorſim conſideranda eſt, & ope- 
ratio inſtituenda ut in Exemplo ſuperiore. 


EXEMPLUM II, 


1 * . 4 7 & 12 3 
Si Series ſit 72 ＋ 44 ＋ 5.8 7A 9.10 = C. 4EQuatlo Crit 


I : : k ; 
T=x* in uz reſoluta in Seriem evadit 
AV 2— 2 9 


T=x* in 
r05 


ä 13 1 4 TEE 
42.241 83.3 1 2 ＋2 * 162.21 Z Tz. 273 32. TI X TZ. 3. 
＋&c. 
1 


Unde comparando membra, erit So, — b =>, (= *> 


— — 


— 2 02>. 6a” 


IO 
- 5 245 & by 
32 
Adeoque S & in 
13 3—-8AXx 15—32Bx oss 
4.1— x. 2 * 8. IX. X XI T DA 32. I-. L X＋TI. LTZ. 73 ＋ Ke. 


4 


Cujus Seriei progreſſio cuivis patet. Et ubi datur valor ipſius x in 
caſu quovis particulari, dabitur Summa pro libitu accurata; primo 
ſcilicet addendo numerum ſufficientem Terminorum initialium, eo fine 
ut 2 ſit ſatis magna ad efficiendum valorem ipſius S celeriter convergere. 
Et hiſce præmiſſis de Seriebus quarum Termini ſunt aſſignabiles, per- 
gendum eſt ad eas quæ determinantur per relationem Terminorum, 


PROPOSITIO IV. 


Data relatione inter Summas ſucceſſivas, imvenire eam 
gue eft inter Terminos. 


In Zquatione definiente relationem inter Summas, ſubſtitue pro 8, 
8“ S”. &c. ſuos valores proprios ST, ST —T', ST—TET", 
&c. & ſic habebis ÆEquationem involventem Summam unicam S; in 
qua ſcribe valores variabilium conſequentes pro antecedentibus, & ha- 
bebis Zquationem novam involventem Summam illam S: ope harum 
denique Æquationum eliminetur 8, & ea quæ reſultat monſtrabit re- 
lationem Terminorum. Q. E. I. 


K | EXEMPLUM 


34 Summatio Serierunt: 


EXEMPLUM I. 


Sit Zquatio ad Summas, = S = =/; pro S' ſubſtitue ſuum 
valorem S—T, ac evadet Zquatio iS = AT z in qua ſcribe va. 
lores variabilium ſuccedentes pro antecedentibus, id eſt, S -T pro 8, 
T' pro T, & Z+-1 pro 23 atque prodibir i SS ITZ T; 


hanc de priore -i S=z—1 T ſubducito, & manebit z—=z T =zT:: 
quæ eſt Aquatio ad Terminos Seriei. 


EX EMPLUM II. 


Proponatur Equatio ad Summas S x D + 3 S =; 
822442—} 

22 dein jux- 
ta methodum differentialem ſcribe ST pro 8, T' pro T, & z+1 


ſubſtitue S -T pro S', ac invenies.S == T 


8 
pro 2, ac proveniet S—T==> 1 e ope harum Æqua- 


tionum extermina S, & habebizur i T+3T'z=o, quæ eſt Zqua- 
tio exhibens relationem Terminorum. 


Atque eadem methodo exterminantur tres, plureſve Summæ ſucceſ- 
five. 


Px oposITIoO V. 
Invenre Series. quotois ſummabiles.. 


ZEquatio ad Summas dabit Summam Terminorum, ea vero ad Ter- 


minos dabit Seriem; prior pro libitu aſſumitur, & ex ea deducitur- 


poſterior per Propoſitionem ſuperiorem: habentur ergo Termini, eo- 
rumque Summa. Q. E. I. 


Ex EM LUM I. 


Sit ÆEquatio ad Summas = S=Z=1S, ut in Exemplo primo Pro- 


poſitionis præcedentis; invenies eam ad Terminos eſſe T ATI. 
Aquatio autem ad Summas, ſubſtituendo 8 -T pro S', dabit Sum- 


mam 5 — T. Deſignent jam A, B, C, D, &c. Terminos hujus 


Seriei, & in 8 ad eoſdem ſcribe, my m- I, 2, 1 ＋3, &c. 
| 5 | ſucceſ- 
3. 


Simmatio Serierum. 35 
ſucceſſive pro 2, exiſtente numero quocunque integro vel fracto, 
negat ivo vel affirmativo; atque prodibunt relationes Terminorum, 


21 
1—1 
riei, id eſt, A pro T, & primum valorem ipſius 2, id eſt, pro 2; 
atque invenies 
— 1 m -n Mm 2 
* 1—1 A=AT: n A uin T2 C &c. 
Ubi ſubſtituere licet quofvis numeros pro mn & n. Sit Exempli gra- 


1 . 
ta m g, n 2, A= . & proveniet 


a 2 A414 
>= +7 A+FTB+5C+pD Te, 


I I FAINT | I I 


T, ſcribe. primum Terminum Se— 


&c. Tum in Equatione S = 


Ubi patet Terminos eſſe aſſignabiles; id quod ſemper eveniet quando 
„ eſt numerus integer: tot vero erunt factores in Denominatoribus , 
quot ſunt unitates in . Sic in præſente Exemplo, eſt z=2, & prop- 
ter id ſunt duo factores in Denominatoribus Terminorum, 


Sit jam M=2, n=>, A =1, & prodibit- 
b " 
8 = 221 ＋ AFC B58 CODE EAT &. 


| I 1 5 Wu SCE: ; 
hoc eſt, S = =1+ PF ETITaT &c. 


Nunc autem conſtat Terminos non eſſe aſſignabiles, quoniam x eſt nu⸗ 
merus fractus. Notandum Seriem abrumpere & eſſe numero Termi- 
norum finitam quotieſcunque eſt = nihil vel integer & negativus. 
Atque fi z—1 fit nihil vel numerus negativus valor: Seriei erit infinite 


* 


"DI 


9] ern T 
Hl —1 


magnus: ut conſtat ex valore Summæ, nempe 


EXEMPLUM 
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EXEMPLUM IL 


Sit Æquatio ad Summas S x 8zzF:oz+9 + 3 SN =, ut in Ex- 
emplo noviſſimo Propoſitionis ſuperioris, ubi inventa eſt 


3 822 ＋-42—3 WF |; — 3 
8 8 Tx" 8 & celatio Terminorum erat zz T+-3zT'= 0. 


Et ſi uſurpetur unitas pro Termino primo, & primus valor ipſius 2 
ponatur etiam unitas; obtinebitur 


27 C 
ö oO THT 


Ubi Denominatores ſunt dignitates ternarii, Numeratores vero numeri 
triangulares. In hiſce Exemplis non expatiatus ſum in deducendis 
Seriebus ex ZEquationibus quæ definiunt relationes Terminorum, quo- 
niam hoc ex Introductione hactenus notum ſuppono. 


SCH OLION. 


Summatio Serierum in Methodo differentiali, reſpondet Quadraturæ 
Curvarum in Methodo Fluxionum; & eapropter in utraque oriri ſo- 
lent difficultates conſimiles, quæ hic ſunt enodar dæ. Diximus Se- 
ries hinc inde continuari poſſe in infinitum: ex«mpli gratia Series 


a 1 
1+x+-x* T &c. retrorſum continuata eſt ne + — ere. 


Et hæ duæ ſimul junctæ conſtituunt unicam ex utraque parte excur- 
rentem in infinitum, ſcilicet 


Kc. TTC TT TIN br! xt þ ec, 


Nam hi Termini ſunt in progreſſione Geometrica continua, anteceden- 
tes ad conſequentes ut unitas ad x, In Summatione hujus Seriei invenie- 
I 


mus — = 1X T xi &e. quod quidem verum eſt ubi 


— 


eſt minor unitate; attamen ſi ſit major unitate, hæc Series erit infinite 


magna, atque Summa non amplius erit Summa horum Termi- 


I ws * 


norum; ſed mutato ſigno, æquabitur Seriei ad alteras partes excur- 


. 21 1 1 1 1 
renti; hoc eſt, erit 1 vel == TATA Þ & c. Quod 


fi 
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fi * ſit unitas, Summa erit r & inde utraque pars Serict erit in- 


finite magna, utpote æqualis unitati infinities ſumptæ. 


Ad eundem modum fi Æquatio ad Seriem fit T I =zT", & Se- 
ries continuetur ex utraque parte in infinitum; una pars converget & 


Ys 
T ſem- 


altera diverget præterquam ubi eſt 1 1 3 & Summa 


per æquabitur parti Seriei convergenti. ; 
Haud ſecus in Quadraturis, ſi 3 “ fit Ordinata Curve Hyperbolice, 


1— 


1 
fluens — — 8 


1 
tes jacentem prout eſt minor aut major unitate: ubi tamen eſt 
unitas, Area ex utraque parte Ordinatæ erit infinite magna, ut in Hy- 
perbola Apcllonii. | 

Series quidem, etiamſi quantitates qu per eas quæruntur ſint finite 
magnitudinis, ſæpiſſime ſolent divergendo evadere infinite magnæ, 
in illis autem caſibus continuatæ in alteras partes nonnunquam conver— 
gunt & æquantur Radicibus quæſitis, vel ab nſdem differunt quanti- 
tate determinata. Nonnunquam etiam utrinque continuatæ divergunt: 
ſæ pius etiam ad utraſque partes nequeunt excurrere in infinitum propter 
Terminos impoſſibiles vel infinite parvos. 

Inſuper ſicut Areæ Curvarum nunc augendæ nunc minuendæ ſunt 
datis quantitatibus, ut evadant veræ; ita etiam Summæ per hanc 
Propoſitionem inventæ nonnunquam differunt a veris, quo in caſu cor- 
rigendæ ſunt additione vel ablatione quantitat is datæ. Scilicet ubi - 
quatio ad Summas talis eſt qualis efficit earum ultimam eſſe quanti- 
tatem magnitudinis finitæ vel infinite magnæ, ſemper opus eſt corre- 
ctione: monſtrabo igitur in ſequente Propoſitione, qua ratione afſu- 
menda fit Æquatio que ſemper efficiet ultimam eſſe nihil; eoque pacto 


ſumma inventa erit vera, nec augenda neque minuenda, ut hactenus 
monſtratum eſt. 


"exprimet partem Arew ad has aut illas Ordinatæ par- 


PROPOSITIO VI. 


$; Aiquatio ad Summas fit S$9 + c. 
m xe d= Tc. ulima Summarum e- 
rit finite magnitudinis in eo caſu ſolo, ubi eff in S r, 
ſimul ac. 


Ad hanc Propoſitionem de monſtrandam, ſciendum eſt Summam 8 
inveſtigari poſſe ex Æquatione definiente relationem inter eam ejuſque 
| valorem 
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valorem ſucceſſivum S, eodem fere modo ac quantitas Fluxionalis ex 
ſua ZEquatione. Illum in finem aſſumenda eſt pro S Series hujus 
formæ, 
2 5 

75 in APPLET 1 ＋ &c. 

ubi u, p, A, B, C, D, &c. ſunt quantitates invariabiles. In caſu autem 
præſente ubi Summa quæſita eſt omnium ultima, adeoque ad diſtantiam 
infinitam remota; erit z etiam infinite magna, utpote quz vel æqua- 
lis eſt illi diſtantiæ vel ab eadem differt quantitate finita: hac de cauſa 
Termini Seriei poſteriores ſunt infinite minores prioribus. Igitur ad 
abbreviandum computum, rejicio omnes poſt primum, utpote quæ in 


hac demonſtratione ſunt inutiles: fic habeo 8 ===, in qua ſcriben- 
SE © 
do S' pro S, & Hi pro 2; obtineo OR Hoſce valores 


ſubſtitue pro S & S' in Æquatione ad Summas, vel quod eodem redit, 
in hac SXz+a=mSXz-þc, membris reliquis ob rationes ſupra expo- 


k 3 y 
ſitas neglectis; & reſultabit _ ST e X z—+ c. Vel ducen- 
| 1 


do in 2 N, & dividendo per A, PX T =mXITD * N. Cæ- 
terum per Theorema Newtoni pro evolvendo Binomio, eſt “ = 
ug, 1dque accurate propter 2 infinite magnam. Hunc valo- 
rem ſubſtitue, & evadet Æquatio , za =mX2*|n2=1xXZI7,> 
quæ diviſa per 2˙ , fit p X = MK M e, vel pzzpaz= 
m Q K n iC“; in qua conferendo membra homologa, erit 


m & page xn, unde z=4—c: & proinde ultima Summa 


3 . 
8, quæ antea erat F jam evadit . ubi notandum eſt Coeffi- 


— 


cientem A non determinari. Fingatur nunc m=1, & ſimul a c; 


Az? | 3 a 
& Summa fiet D: eſt vero 2*=1, & 1, etiamſi z ſit infinite 


magna; atque adeo ultima Summarum eſt finita, quippe æqualis quan- 
titati A ubi et = 1, & ſimul age: alius autem non datur caſus 


942. — 5 28 
in quo — . eſt quantitas finita ubi z eſt infinite magna. Conſtat igi- 


tur Propoſitio. 


CoROL- 
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CoROLLARIU M. 


Si m ſit minor unitate, ultima Summa erit infinite magna; & infi- 
nite parva ubi m eſt major unitate. Et fi m fit unitas, Summa illa 
erit infinite magna vel parva prout à eſt major aut minor c. Igitur in 
A quatione ad Summas fi m ſit major unitate, vel unitati æqualis & 
ſimul a minor c; ultima Summa ſemper erit nihil & nulla Correcti— 
one opus erit. 


ExE MPL UM. 


sit Summa prima A = 1, ſecunda B=2 A, tertia C= = B, quar- 


: 8 
«Dx 3 C, quinta E gb, &c. Atque Æquatio ad eaſdem erit 


SXzz+z+ii=SXzz Z; quz collata cum Æquatione generali, dat 
mM , a=1, c=1; & inde a—c=0; unde per hanc Propoſitio- 
nem ultima Summarum, id eſt factum ſub omnibus numeris 


x 2 1 X = X —X &c. in infinitum, eſt quantitas finita, 
In Zquatione ad Summas ſubſtitue S T pro S, & invenies S 
—4TXzZ<7:z, quæ quoniam prodit negativa reſpectu ipſius T, ex- 
hibet Summam Terminorum non a dato Termina uſque in infinitum, 
ſed a dato Termino uſque ad principium Seriei. 
Quod ut clarius pateat, proponantur duz Æquationes S SN - 


& Sz=S'zZ7F1 : utravis harum dabit eandem Æquationem ad Termi— 


nos, ſcilicet T2 T'. Ex priore tamen deducitur S=— T Xi; 


& ex poſteriore S S T I. In primo caſu S eſt Summa Termino- 
rum ab initio uſque ad T; & in ſecundo S eſt Summa ipſius T & 
omnium ſequentium in infinitum. In ÆEquatione ad Terminos ſeriban— 


1 
tur numeri 1, 2, 3, 4, &c. ſucceſſive pro ⁊, & uſurpetur pro pri 
mo Termino; atque prodibit Series 

I I I I 1 I I 
+ ET IISTITH TT 1 | 
Ubi ſi quæ ratur aggregatum primorum quatuor Terminorum, ſcribe 


5 pro Zin TX A valore Summæ S priore, & Terminum quintum 
I 


I CC ² AA FAT YOu HRT en ch 199= 
725 pro T, atque obtinebis 5:0 = STITIHTT 4.55 
quatuor 


4.0 Summatio Serierum. 


quatuor utique 'Terminis initialibus. At fi vis Summam omnium om- 


| 11 
nino Terminorum, præter illos quatuor, ſcribe 5 pro x, & 555 pre Ts, 


; 4 1 
in GA valore ipſius S poſteriore; ac habebis 7 === 3 —— 
730 2 — +55 ＋ &c. Et hi duo valores ipſius S ſimul additi, hoc 
1 4-1 


4 
eſt, Summa numerorum 5 & 7 conficit =1 pro valore omni- 


um omnino Terminorum ab 1nitio uſque ad infinitum. 


PzorosSITIO VII. 


K Aquatio ad Seriem fit S T ＋ =. T. erit 


eren e 


Finge Summam 8 æqualem eſſe Termino T ducto in quantitatem 9, 
hoc eſt S =Ty; dein ſcribe valores indeterminatarum poſteriores 
8S— T, I', y pro prioribus S, T, & 5 reſpective, atque habebitur 
Senl=Ty; que ablata de priore SS T), relinquit T=Ty — 
1 5, unde et 12 T* = = Sed per Zquationem ad Seriem ſci- 
n I 

Hp ——1 


— z—n T 
invicem duos ipſius T' valores, erit Ti = 7 —— 2. — 


viſa per T, & ducta in 21. , evadit 21.) - m IA — 5 + 


7 


- y, vel 11. ＋ y —_— y —2m1=0: quz eſt ZEquatio Differen- 
tialis ex cujus reſolutione dabitur Radix y. Illum in finem aſſume 


b c d e 
a TT PI Tz 21. 22. e 
tum ſcribe pro y & 2, valores earum ſuccedaneos 5 & 2-1 relpe- 
ctive, atque habebis 


licet Z3 T+z3=.zT, eſt T'=— Adeoque æquando ſibi 


quæ di- 


* 


7 2 
7 
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y =a—+ 
b 3 Aa p 
EL 25 2-1. 2-2 ag -I. EZ. 3 * 2-|-1.2-þ2.24-3.2-5 4- &c. 


— d. 2c —34 


773 b 
hoc eſt,) 3 * 2.2--1 * . 2—PCI.2-PC2 LY Z.2--1 212.243 ＋ &c. 


Atque prior valor ipſius y' multiplicatus per —» evadit 


n , na nb Nc nd 
=, . TTT LFA TF P &c. 


Hoſce valores ad eandem formam jam reductos ſubſtitue in Æquatione, 
& reſultabit 


| n - MC—n+i.b, mdA—355.C 
1 Bs MR” 5 "WHoqe1] 2,2Þ-1,2 2 ＋ Kc. o 


71 — 1 


Ubi ponendo membra homologa æqualia nihilo, habebitur a= , 


N NH 


A 


„ 3. &c. Et hiſce datis, 
772 Hl 


dabitur valor Radicis y, quæ denique ducta in T exhibebit pro 8, Se- 
riem in Propoſitione exhibitam. Q. E. D. 


7 2 
b==a, c = „ „„ = 


Corollarium. Si n fit numerus integer & negativys, vel nihil; valor 
ipſius S abrumpet, exiſtente Serie ſummabili. Et ubi m eſt negativus, 
Series erit infinite magna. Hic autem excipio caſum in quo eſt m =0; 
tum enim Series ſummabitur per Exemplum primum Propoſitions. 


quintæ. 
EXEMPLUM I. 


Proponatur Series ſummanda 2 ＋ 4 A+ - B + 2 C+ -D+ 


* 


5 E + &c, Æquatio eam definiens eſt — 122 T' =o, ubi valores 
| 


I 1 I * 
ſucceſſivi ipſius z ſunt 1 , 2 , 3 >, 4 2 &c. & illa collata cum 


I a | 
Equatione generali dat 2= 7, m1 ==—2, hve mz—1; quibus 
ſubſtitutis, oritur 


Summatio Serierum. 
A 2B 2D 


T Ea 2 
= A 227 TTA 2246 © 22-8 © * 


In qua ſi ſubſtituatur quilibet Terminus pro T, & pro z valor ſuus 
correſpondens, erit S Summa ipſius T & Ter minorum omnium ſequen- 
tium uſque in infinitum. Colligo itaque duodecem Terminos in'tia- 
les; eorumque aggregatum emergit 78533961813. Dein ut obtineam 
Summam reliquorum, ſcribo Terminum decimum tertium, id eſt, 


42 


: I 
.00003029411 pro T, & pro z valorem ſuum debitum 13 ＋ atque 


habeo 
a 1 7 9 
r Dv Cr. ke. 
OV NT OR 7 0 98 ; 


Ubi Termini prodeunt alternatim negativi & affirmativi, hoſce diſpo- 
no in una columna & illos in altera ut vides 


00006038822 000002 24401 
23214 3744 

794 SO 
61 | 20 

7 3 


1 1 


+ .ooo06082899 — 000002283 73 


Tum Summam negativorum .00000228373 auferens ab ea affirmativo- 
rum .00006082899, habeo S=.00005854526, que adjecta Summæ 


initialium exhibet . 785398 16339 pro valore Seriei propoſitæ, id eſt, 
pro Area Circuli cujus Diamiter eſt unitas. 


Ex EMPLUM II. 


2 7 9 


Bs I 
Quzratur valor Seriei 1 - A. —— 2 
2 4 10 


- * - - I 
Aquatio definiens relationem Terminorum eſt z—— T zT'=0, 
| 2 


in qua valores Abſciſſæ 2 ſunt 1, 2, 3, 4, &c. comparando autem 


1 5 I 
hanc Aquationem cum illa in Theoremate, erit » = 2, M—I=1, 


& m=2: atque exinde 
Era $4, 8 4.4, 2D 9E 
e se. 
ollige 


Summatio Serierum. 4.3 


Collige nunc decem Terminos initiales Seriei tranſmutandæ, eorumque 
Summam reperies fore . 6168670654. Deinde ut habeatur Summa re— 
liquorum; in valore ipſius S ſcribe Terminum decimum primum, id 
eſt, . 1761970320 pro T & 11 pro z; atque prodibit 


T | 5 7 
S = 05 J0g0g2000-— A + SY Th” Tx D4-= E + &c, 


Er ineundo computum ut in margine, invenie— 


tur S=.0902397156, quæ addita aggregato initi- .0880985260 

alium prius invento efficit .7071067810 pro va- 54544 40 
+ 

lore Seriei, id eſt pro =. Etenim 92 ſic ſcripta 120327 

© Ib: I5041 

1+. *, & evoluta per Theorema Newtoni, eva- 22506 

dit Series de qua nunc egimus. 7 

4 

SCHOLION. 1 


Osmnis Series cujus Termini ſunt per vices nega- S = . oo 2397 156 
tivi & affirmativi, ſi tranſmutetur per hanc Pro- 

poſitionem, migrabit in aliam celerius convergentem cujus Termini 
ſunt ejuſdem ſigni. Et e contra omnis Series cujus Termini ſunt 
ejuſdem ſigni, abibit in aliam cujus Termini ſunt alternatim negativi 
& affirmativi; quæ tamen non converget celerius ,priore præterquam 
ubi Tranſmutatio inchoatur a Terminis ab initio ſatis remotis. Et fi 
Series tranſmutetur, & rurſus tranſmutetur ea quæ ex prima Tranſmu— 
tatione prodiit, emerget ea prius propoſita. Exempli gratia ft Series 


7 _ ＋ 7 — - + - — &c. tranſmutetur, prodibit 5+7 A 


— B 7 C4-= D -+ &c. dein fi noviſſima tranſmutetur emerget pri- 


ma 1 —>+7 — 5 + &c. hoc eſt, transfert Seriem de Tangente ad 


Sinum, vel de Sinu ad Tangentem. Sed in hiſce caſibus debet ope- 
ratio ordiri ad primum Terminum Seriei, nempe ubi agitur de Tranſ- 
mutatione totius. | 


PRroP09g- 


. * 
E — Ly 4 x * n —— 5 Y 
= oy pry — * 9 <2 — * * * 3 
r - — En ITY 
0" Oe” * - CES * 


e + * To * * - —— - - « © — 2 - * « 
Ne «Lage —x Py” a OY LL ST ITT wo Pur ag 


* . * 3 
— * 
— 


/ m, 
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PROPBOSITIO VIII. 


$; Afqguatio ad Seriem fit T. === x 3 1, 


3 72 A n = 2 
ponnarur ASZ - T, B D ＋ A, e 922 C, 


7 C 
E=232D, Sic. Erit S==4+ += +a Se. 


Ete nim ſuppone S TX xh, & per methodum Differentialem 
erit S—_T =TXZ=z-+1X9y, harum Æquationum Differentia dabit 
T=TXz—=7 Xx» —TxXz—n»+ixXy. Pro T' ſcribe ſuum valorem 
2— 1 2— 1 2 — 71 


— T, atque habebitur T= TX ) Tx - X 


2 — 7 


— y quz divifa per ITX En, evadit — = — 5, vel 


1 


„o. Ex hac vero ZEquatione eruetur Radix y 


ad modum ſequentem. Finge 


a b SET 33 4 
W e | EET T FZZ FTF T &. 


_ 7 = 
b 6 4 | 

— = + _ 7 4 m2. Z EI. Z ＋E2 + m3 Z TI. 72 23 _ &c, 
Et y—y'= | 
4 b F FE YE 4 
. 2 NR = Z<-2 TT Z 2. 2＋3 2 25 
Atque — 72 
am Im | 


W P KT Tu. Z. i 2-3 &c. 


Adeoque 
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Adeoque y — y+ — = 


a c b 1 | : 
z Taz TAN TZ TTT TFT Z CZ ＋3 ＋ &c. 


1 


Eſt vero = 
<2 wn 72 


V. 11. 1＋-2 


1 1 A. ET 1. 1— 
2 11 TZ ZTT Z FZ 2. TI. 2 ＋ 2.243 ＋ &c, 


Cas 


; WNT 
Igitur y—y ＋ y—= 


—1 bn c-. u- 1 d.— A. 1 -I. 1-2 


7 2.2 TCI FZ. X-FI. Z TZ TZ Z TI. Z TF2. Fg T &c. o. 


Pone jam Nume ratores nihil, ut evaneſcant Termini; & pro deter— 
minatione Coefficientium habebis Æquationes ſequentes a =1, n, 


cn. I, dM. I. Fi, &c. ſubſtitue hoſce valores in Serie aſ- 
ſumpta pro y, vice ipſarum a, b, c, d, &c. & valor ipſius 5, exinde or- 
tus ductus in AT, exhibebit pro S, Seriem in Theoremate poſitam. 


Q. E. P. 


Corollarium. Si 1 fit integer & negativus, vel nihil; Series ſumma- 
bitur accurate per hoc Theorema. Et fi n fit nihil vel negativus, 
Series erit infinite magna. Inſervit autem hæc Propoſitio & ſuperior 
Quadraturæ Curvarum binomialium. Hæc uſui venit ubi in Ordinata 


np N a 
„Xx Ax , eſt e =0; ſuperior vero adhibenda eſt ubi con- 
trarium accidit. 


ExXEMPLUM I. 


3 33 5 27 22 
Quæratur valor Seriei MF A woe B 15 C++ 8.9 DJH Ei, 


1 1 


Fequatio eam definiens eſt T' X 22 T, uti patebit ſcribendo 


2 0 
valores 1, 2, 3, 4, &c. ſucceſſive pro z. Æquatio autem in Theoremate 


I 3 ies 5 
comparata cum hac, dat m == >, 2 unde A=z—:iT, B = 


N 


2 


— — SES — 


. 


1 


= 
_ 4 

. 1 - _ 
— \ 2 — 
DeS., Ker — Sr ure REES * 


TY - > 4 C w — 2 8 2 

— N 4 , — 1 75 0 3 a . >. N | * — * I 1 A 2 
— — = = SS + — CO =. a * . ” 4 -_ * 3 x : . 
ES ah.” a n >< _—_— 7 ans ted. 4 1 3 
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1 '5C 2 7D 1 
2 C=5- 7 DS E E= EF &c. atque S= > A 


= B + - C +> D + _ E + &c. Ineundo computum reperio ag- 
gregatum duodecem Terminorum eſſe 1.407397508. Dein ſubſtituo 


| ; I | 
Terminum decimum tertium, id eſt, X. 161180258 pro T, & pro z 


valorem ſuum correſpondentem 13, ſic prodit 


A= Ex. 161180238, 166180258 
B = ix, 6199247, 2066414 
CS XK - 664204, 1 
D = 1x - - 110701, "fox 
E =3X - 24261, 383 
F = xX 6410, 151 
GS HK - - 1959, 45 
H= ix - - - 670, 15 
I =iX = «- 230, | 2 
Kg Xx --- 102, | 1 
LS Z a — 

— — 5 S . 163398820 


Ex hoc computo habeo S g. 163398820, valorem utique Terminorum 
omnium poſt decimum ſecundum; quem itaque adjiciens Summæ 
initialium, 1.407397508, habeo 1.570796328 pro valore Seriei ſum- 
mandæ, id eſt, pro longitudine Arcus ſemicircularis cujus Diameter 
eſt unitas. | 
Termini initiales, quando eorum Summa eruitur, facillime reducuntur 
in fractiones decimales per regulam ſequentem, pone a=1, b= 
1 1 1 WO 
0 — 2 4, 2 . 1 b, d= Can Fo 058 4— 4, &c. eruntque Ter- 
e 1 1 1 
mini a, I b, c, d, — e, &c. 
{2 „ 5 2 7 2 9 2 


ExEMPLUM II. 


I 


; ee I I I 
Proponatur Series Brounkeri - + 72 * 57G —— 7 ＋ &c. - 


quatio 


* 


+ 
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quatioad eandem eſt T'=— Ar. vel etiam T == X = T: 
ſcilicet ſumendo initium Abſciſſæ z a diverſis punctis. In priore va- 
lores ipſius z ſunt 2, =, — =, &c. m=1, == ar. 
==, o pA &c. In poſteriore valores ipſius 2 
funt 2, 3, 4, 5, &c. m=1, 1 . =2—=T, B =, C=z 
225 ==, &c. & in utroque erit S=A+- B+ C 


7 D + &c. Dabitur ergo S ad plures figuras ſumendo pro T quemvis 


e Terminis ſat longe diſtantibus a principio. Et ſimiliter in aliis ca- 
ſibus inſtituere licet computum, idque duobus modis diverſis ubi Ter- 
mini ſunt aſſignabiles. Hæc autem Series hunc in modum ſeripta 


I 
I 2 ＋ >=7+7 — &c, facilius tractabitur per Propoſitionem 


tertiam aut ſeptimam. 


SCH OLION. 


Hactenus egimus de Summatione Serierum que prodeunt in Qua- 
dratura Curvarum binomialium, & ſimilibus. Cæterum procedere 
licet eodem modo in caſibus difficilioribus: nam Summa Seriei deter- 
minatur & erui poteſt ex data relatione Terminorum; idque reſol- 
vendo Æquationem Differentialem ut in noviſſimis duabus Propoſiti- 
onibus. Problema autem eſſet laborioſum quærere Summas indepen- 
denter a Terminis, quando Termini non ſunt aſſignabiles; ideoque 
quæſivi quantitatem quæ ducta in Terminum T exhibet Summam S. 
Sic etiam Areæ Curvarum facilius eruuntur mediantibus Ordinatis, nam 
Series hac ratione prodeuntes ſunt ſimpliciſſimæ. Et hiſce præmiſſis 
pergo ad methodum reſolvendi Radices ÆEquationum Differentialium 
in Series magis quidem compoſitas, at ſimul longe magis convergentes 
quam ſuperiores; quas ea tantùm de cauſa exhibui, quod eſſent ſim- 
plices & uſibus vulgaribus ſufficientes. 


Hucuſque Summam quamlibet deſignavimus per 8, ejuſque Termi- 
nos per T, T', T“, &c. At in ſequentibus etiam deſignabimus Series 


vel Summas, per 82, 83, S4, &c, earumque Terminos per T2, 2. 
27 
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T2, &c. T3, T'3, T'3, &c. & fic porro: adeo ut it 


Sz S T2 + T'2 ＋ T"'2 + &c. 

S3 S Tg + T'3 T' + &c. 

SA =T4+ T'4 + T'4 + &c. 
&c. | 


Et ſicut in Serie S, Summæ ſucceſſive deſignantur per 9, 8“, &c. ita 
in Serie Sa, denotabuntur per 82, S'2, &c. atque in Serie 83 per 
8.3, S'3, &c. Et ſic in cæteris. Hanc autem notationem introducere 
coactus ſum, propterea quod Summæ & Termini diverſarum Serierum 
ſimul conſiderandæ veniunt in eadem Æquatione. 


PROPOSITIO IX. 


Data relatione inter duas Summas in diverſis Feriebus, 
&? AEquatione ad Terminos in alterutra ; mvenire . 
quationem ad Terminos in altera. 


Problema ſolvitur progrediendo ex relatione variabilium præſente ad 


ſuccedentem, ut exinde eliminentur Summæ; id quod Exemplis pa- 
tebit, 


EXEMPLUM LI. 


Sint S & $2 duæ Summæ in diverſis Seriebus, earumque relatio 
33 11.2 — 77 Lo. 2 — 


. = „ relati 
m PET 12 fit vero T' = * = © tio 
Terminorum Seriei S: atque ex hiſce datis * eruere Æquationem 


ad Terminos Seriei S2. In Equatione S = — 1 Sa, ex- 


hibente relationem Summarum, ſubſtitue valores variabilium conſequen- 
tes pro antecedentibus, hoc eſt, S' five S -T pto S; S'2, five S2— 
3 T2 pro 5 I pro T. 2+ 1 pro 3; atque habebis S—T= 


5 =T ＋82 e quæ ablata de priore relinquit Æquationem 


— — — — 


liberatam a Summis, ſcilicet T = 2. r — lbs T'+ 


m. n -i No mane 


mM 122 1— 72 — 2 | » — 7; e 
T2; unde eſt Ta H T. : 


. m 1 "= MMA 1 


in qua 


ſubſti- 
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b * 
ſubſtitue pro T' valorem proprium * . T, atque ob- 


tinebis T2 = f mae T; T. In hoc inſuper valore ſcribe valo- 


res indeterminatarum ſuccedentes T'2, T', & 8525 pro præſentibus Ta, 


5 ; Nam -u Ci — u 2 . 
T, & z, & orietur I'2 = Tr 1 T z ubi pro J“ rurſus 


. A. 1 n 
valorem, emergit T'2 = 
ſubſtiruendo ſuum O 0 8 . Z PI. 3 
2.— 1 2—7¹ e 1. T. Ci. D. 558 . 
Z * Fi ex qua prodit T =, n -I. 2. 42.48 
u. m - n i 


quatio autem prius inventa T2 = API. ZZ -A CCI a T'= 


mM 2.8 : 
. = EEE T2. Equentur Jam ſibi invicem duo valores Termi- 


ni T, & incides in Æquationem T'2 = - 2 


exprimit relationem Terminorum Seriei S2. Q. E. I. 


EXEMPLUM II. 


Sit jam relatio inter Summas $=Lx2= 42-7 TS, & 2T43Tx 


i Z£quatio ad Seriem S. In Equaione ad Summas ſcribe valores 


variabilium ſucceſſivos, & habebitur S — T 0 * 223 1 ＋82— 


4 * 42 
T. 4 5 
N 


1 r 17 
r Fre ex qua comperies T2 = 1 * 2a T 


42767. Cæterum per Equationem ad Seriem 8, eſt py = = 


T2: quam de priore auferens habebis T = 1* 


Z an 
N- quo ſcripto, prodit T2 = + — ES T + K N 


— 5 
Er * T2 * T 1 N22 x7 Atque rur- 


2 


22 ͤ7-¶ S 


6 


2 Y 
3 


bit 5 
2 
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ſus Rae ey ad valores indeterminatarum ſuccedentes, prong eg 


q 3 


2 = —4 7 NEE 58 vel ſubſtituendo — 5 


pro 37“, 12 = N= e . T: unde 1 
2. TN. IJ. I. Ag. T 23 atque per valorem ipſius T2 eſt idem 


T = — RX 721 X Ki T2; quibus duobus valoribus inter ſe 


æquatis, obtinebitur zz 2 x T 2 + 22 ＋2 z ＋SXx3 T'2 SO. - 


quatio utique ad Terminos Seriei S. Et in aliis caſibus ſimiliter pro- 
cedendu: eſt. 


SCHOLION. 


Per hanc Propoſitionem Series infinitæ inter ſe comparari poſſunt. 
Nam Æquatio exhibens relationem inter Summas S & Sa, dabit unam 
ex data altera: & Termini ipſarum S & Sa, dabuntur ex ſuis Aquati- 
onibus, quarum una ailumirur, altera vero ex ea aſſumpta eruitur : ut 
in Exemplis hujus Propoſitionis. Ut f relatio Summarum fit S = 


== T-+S2, & Æquatio ad Seriem S, T' = * 


= in Ve- 
SS 
1 22—22＋-—1 


ies T & T2 T b 
nies rom = Tz e ad Seriem 82 


Sint jam 2, 3, 4, 5, &c. valores ſuccedentes indeterminate 23; & uſur- 
pando unitatem pro T invenies 


S=1+- + = +775 + 25 3 ＋ 36 +&c 


1 


S2 F in 14 + Fit, ＋ &c. 


In priore Denominatores ſunt quadrata numerorum naturalium, & in 
poſteriore quadrata numerorum Triangularium. Relatio autem inter 
— 


Series S = - T Sa, ſeribendo 2 pro 2, & unitatem pro * da- 


„& ducendo in 8, erit 88 — 12288822 1 ＋9＋ 


1 


— 


36 
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I I I on Ip 
55 = 75 —— 225 ＋ &c. Et ſimiliter cum Serie in qua Denominatores 


ſunt quadrata numerorum naturalium com parari poſſunt ez ubi Deno- 
minatores ſunt quadrata Pyramidalium, Triangulo-Triangularium, &c . 
Atque in genere poſſunt comparari omnes Series quæ definiuntur E- 


quationibus ſequentibus 
1 224 / z2 a b 1 &xc 


e r TY. DI. CPI : Tz. T- F4 
Ubi numerator manet idem, Denominatores autem formantur ſcriben- 


do continue 2 ＋ 1 pro 2. 


PROPOSITIO X. 


Invenire valorem Seriei quam proxime, que definitur - 
quatione hujus forme 


TX AZ TZ ATG. r T' e i = + &c. 


CAS UsS J. 


2— JJ] 


Primo fit i, & fingamus ÆEquationem ad Seriem eſſe T'= * 


— T. Ponamus eſſe 8 T quam proxime, vel 8S = 


x ＋ $2 accurate: & progrediendo ad valores indeterminatarum 


ſuccedaneos, erit S—T = * a T' ＋ S2 — T2; harum ZEquatio- 


I 
num differentia dabit r T — T' + T2; unde 


T2 Ar r. Pro T' ſubſtitue ſuum valorem 
7 | 


2— mn 2— 7 ; z+-ÞF1 Canals | I 
| roveniet T'2 = = If es _ 
2 * — =1 T, atque p 7 E -A -x | 


— DAT: qui reductus ad communem Denominatorem dat 


122 


_ _—— — 
: _ TY 


bit 82 =. 
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ſus PEN ad valores indeterminatarum ſuccedentes, E 


122 —4 * f 558 vel ſubſtituendo — = T 


pro 3T,, 12 2 = = NES Sp tx 22+ TT: unde 0 
2. IZ. EZ. 2244-2245. T'25 atque per valorem ipſius T2 eſt idem 


T = 750 EI X2z+2X2z+; T2; quibus duobus valoribus inter ſe 


æquatis, obtinebitur 2 22 x T 2 + 22-2 z+5xX3T2=0, A.- 


quatio utique ad Terminos Seriei S. Et in aliis caſibus ſimiliter pro- 
cedendum eſt. | 


SCHOLION. 


Per hanc Propoſitionem Series infinite inter ſe comparari poſſunt, 
Nam ÆAquatio exhibens relationem inter Summas S & Sa, dabit unam 
ex data altera: & Termini ipſarum S & Sa, dabuntur ex ſuis Aquati- 
onibus, quarum una aſſumitur, aitera vero ex ea aſſumpta eruitur: ut 
in in Exempli hujus Propoſitionis. Ut fi relatio Summarum fit S = 


T--S2, & ZEquatio ad Seriem By * RET T; inve- 
| SS 
o A 6 it , — 
nies T2 ===, & I'2 —_— T2 ZEquationem ad Seriem S2. 


Sint jam 2, 3, 4, 5, &c. valores ſuccedentes indeterminate 23 & uſur- 
pando unitatem pro T invenies 


1 1 1 y 
n 36 + &c. 
I 


dined © Ba + =+ 1 255 * &c. 


In priore Denominatores ſunt quadrata numerorum naturalium, & in 


poſteriore A e numerorum Triangularium. Relatio autem inter 


22—1 


Series S = = Tb S2, ſcribendo 2 Pro æ, & unitatem pro T, da- 


to 1 


„& ducendo in 8, erit n ＋9 4 


30 


A 
» 
" 
1 
» 
: 
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I 1 T 1 IP , 
' 7G + 7 5 _ 225 -+ &c. Et ſimiliter cum Serie in qua Denominatores 


ſunt quadrata numerorum naturalium comparari poſſunt ez ubi Deno- 
minatores ſunt quadrata Pyramidalium, Triangulo-Triangularium, &c 
$ Atque in genere poſſunt comparari omnes Series quæ definiuntur - 


19 — 
14 


1 quationibus ſequentibus 

1 Ws 22-4 1 72 221-4 1. 12 T -a 
1 = I-97: een 
Ubi numerator manet idem, Denominatores autem formantur ſcriben- 
do continue z-+1 pro 2. 


PROPOSITIO X. 


Invenire valorem Serie: quam proxime, que definitur - 
| quatione hujus forme 


T X 2% @2'—1 4b2g)=1+&c, =rT/ x 2% +c2/=14d2\—2 +-&c. 


| Casus I. 

5 ; : . , 2 — 7 
Primo fit r=1, & fingamus ZEquationem ad Seriem eſſe T'= —_ 
f 7 * Ponamus eſſe S = - 7 T quam proxime, vel S = 
e 


; a T -- $2 accurate: & progrediendo ad valores indeterminatarum 


ſuccedaneos, erit S—T = * 3 I ＋ S2 — T2; harum Equatio- 


num differentia dabit r p 6 EE T' + T2; unde 


T2 =o 7 . Pro T' ſubſtitue ſuum valorem 


— — : 2 ＋ 2.— 1 *— 
— niet T2 n 1 
R 2 atque proveniet 7 N 7 


— — r qui reductus ad communem Denominatorem dat 


8 * 's Vi. th pe — "T0 2 8 k 22 4 5 „ I - W * 8 * 2 8 Aſc, & 
FP Pn ond LG ab Boingo et, ES EEE ee eee I Ce 


T2 = 


. 
x 
* 
_ 
a4 
* 
I 
2 
* 
4 5 
ih 
«of 
* 
* 
42 
- 
I 


> — 
» 
— 


WL 


__— 
: ME Tb 
— -. 4 
2 AS w>t na. 
2 4 4 » Thy 


4 — — 1 
* 


— wb "++ > 
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T2 — 1 2 T 
7. . 2— 1 ＋ I ; 


2＋ 7 


Jam quo minor eſt Summa Sa, eo proprius quantitas * T accedet ad 


valorem ipſius 8 & eo minor erit Sa, quo minor eſt Terminus ejus 
primus T2: is vero evadet minimus ubi variabilis z eſt minimarum 
dimenſionum in Numeratore ejus valoris; nam hic z magna ſupponi- 
tur: ponantur ergo Coefficientes dignitatum z* & 2 nihilo lo zquales, & 


habebuntur duz ÆEquationes - n o, atque c = , - -N 
I = o, ad determinandum duas quantitates aſſumptas p, 4. Pri- 


N A . NH . 
ma dat q= m, ex qui & ſecunda eruitur 7 — 22 Unde exit 


Ham —n+1 I 2 


122 I. r T, atque fere S 2 2.8 ue ==T. Q. E. I. 
Et eadem prorſus ratione invenietur approximatio, ubi Æquatio ad 


Seriem eſt T'= — T, vel magis compoſita; fed Coefficien- 


tes poſt b, & d in hoc computo non ingrediuntur. 
CAsusSs IL 


Sit jam Æquatio TXzzFazF3 +r T'Xzz5z+4=0, exiſtente 
numero quolibet, exceptà unitate. Finge S x . rh T -- $2; 


2Z+ 7 
dein ſcribe valores variabilium poſteriores pro prioribus, & emerget 
Tu LI 14.5 
2 ＋52 — Ta, "= ablata de priore relinquit 


S -TS x- 


T2 = ne pr: 


ad Seriem S, eſt T' = — TREES; b 


T2 = 


4 
| 
4 


+ os eh SI ito Sw 
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- AS} 7 u pT zT 2Z=Þazþb _. . 
T2-= 72 1— — NX x U Si hujus valo- 
ris membra reducantur ad communem Denominatorem, & ponantur 
Coefficientes trium altiſſimarum dignita tum i ipſius 2 z æquales nihil; E- 


quatio prima dabit ye Dr, ſecunda n X roi , tertia de- 
nique Tab ESSLESG & hæ tres 
5 —4 I " „ 


A quationes dant P.= ET = Ei. & n = T.. 
Dantur itaque Quantitates aſſumptæ p, n, & n; atque exinde etiam 


Quantitas Ps = T quz proxime æqualis eſt Seriei S. Q. E. I. 
1 XI. 


K T'= — x— po” IT TI fit Auquaiio exhibens relatio- 


nem Terminorum Serie: 8, pone 


m2 n +2 m — 1-3 
r. HN EP PN =I 


n +3 EIFS x 
OO als . Z“ . on 


2 


* - 


1 


289 — fo -- N E75 
— e > 3 - IT I 
3 ® : het 4 * - 
| 5 1 fs db al ade Es 
N - . N 


2 


3 
2 
-# 
— 


— 


* 
* — 
8 "nb 1 " ©: * - * 1 
2 7 6 TR. * bn — 
4 es LY WE 2$2- > 
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Propoſiti æcedentem quantita f Iroxime æ 
Per Propoſitionem præceden quintitas f p 


— T +S2 accurate, & in- 


N. iu 
1 ni 2 m— 1 221 YZ a 7/1 
== Xx ——<xX —X- — 1, atque 122 
venies T2 n NIX NT -A＋ET n TPI * 


| — . AR | . 5 3 ; 
74: T2 Mquationem ad Terminos Seriei S2: ex qua data, per 


g : es 1 1 3. 1. — 27 ＋7¹ 
Propoſitionem priorem eruitur quantitas — . T 


. . £4 R n Z. X＋1— 2. 141 
proxime æqualis Seriei 82. Dein aſſumendo 82 == 27 


9 * | 
+ 83, invenietur 132 2 2 22 2 N a T2; & 
T* ix, 2 T3 Æquatio ad Terminos Seriei $3: unde 


, m +4 —3.n +2 ,- ; 
—— oxime æqualem Se- 
comperies quantitate. —= Eine. T3 pr p A 


riei $3. Et ſic porro proceditur. Igitur primus Terminus in valore 


ipſius S proxime æquatur ipſi S; atque Terminus ſecundus proxime 


æquatdr ipſi S2; tertius vero proxime æquatur ipſi S3; & ita in reli. 
quis: hoc eſt, Terminus primus proxime zqualis eſt Seriei cujus valor 
quæritur; ſecundus proxime æqualis eſt defectui primi Termini a vero; 
tertius proxime æqualis eſt defectui duorum primorum a vero; quartus 
88 æqualis eſt defectui trium primorum a vero; & ſic deinceps. 
gitur valor Summæ 8 eſt verus & celerrime convergens. Q. E. D. 


Corollarium. Abrumpet valor Seriei S hic exhibitus, ubi x vel * — 
u i eſt nihil aut numerus integer & negativus: atque in aliis caſibus 
abibit in infinitum ad veritatem quam celerrime accelerans præterquam 
ubi, propter m7 nihil aut negativam, valor Seriei eſt infinite magnus. 


Ex EMPLUM I. 


C1110 Ne ig RR 
Quzratur valor Seriei er 18 HI dc. Æqua- 


2.—1 = I 
e 


tio definiens relationem Terminorum eſt T'= T, exiſten- 


tibus 


4 

3 

; 

x 

bo 
| 
6 

7 
s 
. 
3 
8 
: b 1. 
1 
1 
* 
av 
1 
A 
* 
3 
2 
$ 

b + 
©] 
$ 
Z 
4 
4 
2 
5 
IF 
\ oe 
: 
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tibus 2, 3, 4, 5, &c. valoribus indeterminate z. Hæc autem collata 
cum Æquatione in Theoremate dat m=1, i; quibus ſcriptis 
prodeunt 


＋&c. 
Collige jam decem Terminos initiales, eorumque aggregatum reperies 
1.549.673. 1166. 5406.9. Tum pro z ſcribe ejus valorem decimum 


f | R I 
primum, ſive 12; & Terminum decimum primum 12 pro T; atque 


per computum invenies 


T S. oo 2.6446. 2809.9 173.83 0950. 4132.23 14.049 5.8 
T2= -- - 2869.6051.4233.24 - 1.2434.9556.1677.4 
T3 = - - - - 22.6398.8277.97 65.0556.6006.1 
Ta===> - 5:5 3118.7593.62 7128.5928.3 
177212388 63.365 2.70 123.2102. 
IT ˙ 1.7188.93 2.9690. o 
T7=-- -- - 383.96 920.9 
T „ 23.78 34.9 
3 >> 1.12 . 


— — — 


888 ,0951.6633.5681.6857,4 


Ex hoc computo habemus S = .0951.6633.5681.6857.4, quæ aqjecta 


aggregato initialium, exhibet 1.6449.3400.6848.2264.3 pro valore Se- 
riei propoſitæ. 


Ex EMPLUM II. 


Summanda fit Series 1-4 _ A B+72 c ＋ A755 42% þ + &. 


10.11 


— 2 * "0 — . .* * 
Aquatio eandem denotans eſt T' 2 2 * EI T, uti patebit ſcri- 
2 


bendo valores 1, 2, 3, 4, &c. ſucceſſive pro z. Æquatio autem in 
Theorer lata © 1 1 
eoremate collata cum hac, dat m >, 7 = g, adcoq 


7 


: 
: 
- 
. 
1 
* 5 
1 
: 
- 
*. 4, 
* * 
- 4 1 
„ 
ö 
y [ . 
"5 
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e 2. 4. 9 3 N 
12 1.3.2.22＋T1 T. 132 — "oP as Ta, * 9.11.2-+2.22-+5 T3, 


6. —1.2 1 22. T4 —5.6 
Et S= 2 12 — 57 T2 +— 9.17 Tg + &c. 


Per additionem reperies Summam decem Terminorum initialium eſſe 
1.3916.94645943.2880.5 3 dein ut eruatur Summa reliquorum ſcribe 
Fo. pro z, & Terminum decimum primum pro T, & habebis 


T =.0083.9003.5809.6168.15 1789. 9383. 0605.1587.3 + 


T2 = 2210.8921.7644.71 1.038.619 1.4274.3 
13 = 15. 1604.03 49.86 45.9406. 166g. 3 
142 1963.2742. 16 4570. 905 1. 0 
132 38.883 8.92 76.08 18.3 
16 2 1.0484. 94 1.8 104.4 
172 358.18 562.5 
T8 = I4.77 21.5 
19 = 71 1. 0 


S.. 1 791.0168. 085 1.608 f. 6 


Addatur nunc S aggregato initialium, & prodibit 
1.5709. 963 2.6794. 8966.1 pro valore Seriei, id eſt, pro ſemiperiferia 
Circuli, cujus Diameter eſt unitas. 


ExXEMPLUM III. 


, LS: - 3 3:7. 5.1 7-15 
Proponatur jam Series - +- ATI G 17 +37; C Fer 2 &c. 
quæ definitur Aquatione e l TE r. in qua 1, 2, 3, 4, &. 
ſunt valores indeterminate z. Et erit n, #==3 & Propterea 
— 13.3.5 
T2 — 6.2.42-4-3 T, Ts ==; , T4 = 2+2.42-11 T3, 
| &c. 


6.2.— _ 5 
Et 8 — 2 I 4 22D 2 ” "OO 


9: 11 
Colligo 
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37 
Colligo jam novem Terminos initiales, quorum Summa prodit 


5035. 0041. 47 18.3 195.8, & ſcribens 10 pro ⁊, decimum vero Termi- 
num pro T, habeo 


T . . 0047. 5565.89 24.479 1.67 0935. 2789.9848. 0902.9 
122 921.638.4506. 41 4160. 5406. 2053. 0 
122 6.8760. 005 8. 48 19.5167. 2893.3 
142 995.8557. 00 2185.7755˙9 
132 22.0991. 75 40.98 26.8 
162 6653.41 1,0937.5 
1728 252.54 379.0 
T8 = 11.31 16.1 
192 61 8 


S S. gz 5.6970. 2649. 4765.3 


Summa denique initialium addita ipſi S, conficit . 5990. 701 1.7367. 7961.1 
pro valore Seriei, id eſt, pro Ordinata Curvæ Elaſticæ. Et hunc 
numerum Jacobus Bernoullius recte invenit contineri intra limites . 5983 
& . 6004. 


ExEMPLUM TV. 
Proponatur Series 1 Iz ATP Bi c ET xc. 


1 FA | ; 
quæ definitur Equatione T'= —— 2 I T, exiſtentibus 1, 2, 3 4» 


7 ; a , | 1 
&c. valoribus indeterminate ſuccedentibus. Eſt vero n , . 2 


==3 


& proinde 


8 3 3 
122 2.2, 42-51 TD, 73 10.2-]-1.425 Ta, T4= 1 8.2--2,425-9 T3, 


15 
&c. | 
ErS=—— T. r: rz + EET Er; the 


Summa novem Terminorum initialium eſt 1,.2157.0599.7306.1360.6, 
Er ut habeatur Summa reliquorum, pone 10 pro z, & decimum Ter- 
minum pro T, ac per computum obtinebis 


Q- I'S 


\ 


——U— E — 
35 > 
, — 
2. 


6 ne 
v Rug * 
1 


ponatur 
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T =—.co;0.1271.8406.883 4.46 .0952.4164.9730.7854.7 
T2= -- - 1833.9213.6837.20  __ $069.2540.2083.7 
T3= - -- - 15.5005.4494-38 43-2237-3595-5 
T4= - - - - - 2425.8219.16 5224.8472.0 
T; = - - - - - - 56.8742.44 103.7118.6 
17 -- >- > = I.7922.51 2.9017. 4 
TJ. 707.95 1047.8 
JJ „ 
I 555.550 :=:9 1.83 2.3 


S= .0953-2277.9839.9238.1 


Adjiciatur jam S aggregato initialium, & obtinebis 
1.3110,2877.7146.0598.7 pro valore Seriei, id eſt, pro longitudine 
Curve Elaſtice, modo in lineam rectam extenſa foret. Hunc autem 
numerum determinavit Bernoullius conſiſtere inter limites 1.308 & 1.315, 
Quod ſi longitudini Elaſticæ adjiciatur ſua Ordinata, habebitur nume- 
rus 1.9100.9889.4513.8559.8 qui elt ſemiperiferia Ellipſeos habentis 
1 & V pro Axibus. Et hæc Exempla ſufficiant; haud enim immo- 
ror Seriebus quz per hanc Propoſitionem ſummari poſlint accurate. 


SCHOLION. 


Hoc Theorema nullo fere negotio exhibet Areas Curvarum binomi- 


f ; F 
alum quarum Ordinatz continentur ſub forma x xe , in unico 


512 . . 7 8 
tamen caſu, ſcilicet ubi eſt ef =o, ſive ns & hoc eſt in eo 


caſu in quo Series pro Area convergit lentiſſime. Sed ubi Arez non 
producendz ſunt ultra ofto aut novem figuras, ſufficit quærere Sum- 
mam quatuor Terminorum initialium, nam S dabit eam reliquorum ex- 
iguo labore; imo ſt nulli Termini initiales colligantur, ſed. inchoetur 
tranſmutatio ad primum Terminum, valor ipſius S approximabit ad 
valorem totius Seriei ſat celeriter. Series autem in Theoremate, red- 
ditur generalior, atque extenditur ad caſus qui ad Quadraturas non at- 


. . — . . 2 2 m 
tinent, ut ſequitur. Sit ZEquatio ad Seriem T'= ON T. & 


Z Z TFA ZT. 


2 


| 
; 
L 
„ 
to 
* 
Fl 


ASC pen Sr Ren r oor ds 1 MO > 


et ent ot EC, PR AEM rb FF, 
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LOS T na- 
a 2 1 — 72 12 zZ TEM Er 
b =1--2 — — 73 = T2 „ x 


I T E-Fr Li Pi- 
„- A-2144 T T3 c- -N 
e 


5 „17-3 . 5 T4 ad- LAN 2 
e 45 1 n egg 
Oy r -A ＋-16 DFF 
e Au T＋-8—— 3 16 === XN --- 6 
&c. &c. 


ExE MPL UM. 


Proponatur Series > -＋ 2 AC＋6 B T6 C+ 2 83 D-þ = Exc 
que definitur Zquatione N RNA I T, exiſtentibus —, — 


7 &c. valoribus Abſciſſæ z ſucceſſivis. Hæc Æquatio comparari ne- 


* T, ea ſcilicet in Propoſitione; in qua 


quit cum T'= 


utique ſunt duo e Z— 1, & 2z—#--1 unitate differentes, quorum 
alter eſt in Numeratore, alter in Denominatore: quum tamen in Æquati- 
one propoſitam Seriem definiente differentiæ factorum in Numeratore & 


Denominatore int — & 2 Igitur multiplico factores in ſe, & pro- 


dit T 


e T, & pergo ad 9 in Scholio ; quam 


cum altera comparans, habeo m=0, „2, & r= =, & hiſce ſcrip- 


tis oriuntur 


6 
Ef S IS p43 


3.16 
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T2= I * x; T, 

T3 2176 * e 5 T2, 
ra Fa; 
5 == FFT; _ 


MEE, 4 8 121 
Tn 40 4ZZ45-4024-99 T5, 
&c. 


7.32 


2424-8 221-161 
T2 + —— T3+= 1 T4 &c. 


Quære jam aggregatum ſex Terminorum initialium, idemque prodibit 
.6106.6818.2373.0., Tum ſubſtitue ſeptimum Terminum pro T, & 


1 


valorem ſeptimum — pro ⁊; 


T =.0036.3492.9656.98 


122 I825.5785.11 
122 29.713 1.92 
* 8425.02 

5 = 339-39 
T6 = | 17.50 
128 1. 09 


tur per hunc numerum, quotus dabit Aream Circuli. 


& per calculum invenies 


0238.98 87.3 806. o 
5210.5053.3 
39.6739. 9 


1.3879. 7 
491.0 
23.1 


1.3 


82 0269.5 158. 9994.3 


Inventa hoc modo 8, eadem addatur Summæ initialium & prodibit 
6366.19). 2367.3 pro valore Seriei propoſitæ. Si vero unitas divida- 


Et eadem rati— 


one tranſmutantur Series quæ definiuntur Æquatione hujuſmodi T1 


23 az debzobee 


AdL ez ==> vel etiam generaliori. Et notandum eſt qua- 


; S ; 22m 222 
tionem in Scholio T' — . — T, non ad pauciores caſus 
Z EA ON | 


ideo ex- 


tendi quod in Numeratore deſit membrum in quo ⁊ eſt unjus dimenſio- 


nis: illud enim ſemper tolli poteſt mutando principium Abſciſſæ, eo- 
que pacto Theorema redditur ſimplicius. 


PRO Po- 


„ {AB ue - 3 tia 
2 


- ; 1 * 18 W 1 * 1 # tv . s 
e eo ttt tin ho IE IG Ne BS * a — 
2 
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PROPOSITIO XII. 


Oporteat rranſmutare Seriem definitam & quatione hu- 
Jus forme 

T x I 52 —1 + &:+rT' X ＋ cc dz = +&c.=0. 
in aliam celerrime convergentem. 


— 3 * 
PE 


tionem decimam erit 8 * 2 2 T proxime æqualis Seriei. Sit itaque 


quantitas illa primus Terminus Seriei tranſmutatæ: & ad inveniendum 


ſecundum, ponatur S 22 : r © $S2; deinde per Propoſitio- 


nem nonam quæratur ÆEquatio ad Terminos Seriei 82; & ex illa elici- 
atur quantitas proxime æqualis Serie! Sa, eodem prorſus modo ac ap- 
proximatio ad Seriem S prius inventa fuit; & quantitas illa erit ſe- 
cundus Terminus Seriei tranſmutatæ: ac progrediendo ſuper hiſce ve- 
ſtigiis, invenire licet Terminos ſequentes tot quot volueris. QE. I. 


Ext MPLUM I. 


| I I VVV 
Tranſmutanda fit Series V2 in Ln TS 5 nan? 


&c. quam adhibuit Halleius in Quadratuta Circuli. Relatio Termino- 
rum definitur Æquatione zT +-3T'ZFi=0, in qua valores ipſius ⁊ 


I 


2 2 


5 Re 
ſunt , —— — » &c, Comparando autem hanc cum Æquatione in 


Problemate, erit r=3, a=0, b=o, c=1, d=0; & inde WO 


7 ==; quibus ſcriptis habebitur : x = T pro primo Termino 


Serie rk 


Finge S — 2 * 5 T +S2, tum ſcribendo valores variabilium ſuc- 


R cedentes 


— * a — a p - 
_ _ © 4 "5 
— — ⁊ʒꝓ— —T.ä— — —— — . - - 
— —— 1 * - 
9 — — . - =... 2 
” 2, 42k — IS. a =; "IS. Pe - a & 
2 | 1 2 S * 
28 : 4 , : b 
n | . Þ 2 23 77 7 + - r 
1 2 = _ 7 = * - I - 
2 = 4 . , ö * 7 * 
5 — — 
2 2 9 2 2 * > - S * 
— - > — * . * — 
— * 


ob gry eu am oe <br” 


62 Summatio Serierum. 


Z 
cedentes pro antecedentibus, proveniet 8— T2 4 K* 2 . 482 


4 
T2, quarum Æquationum differentia dabit rA 1—4 * 
2 ＋ Þ | RT OPS. non, We A 2 ＋Z ou 
6 1 ＋ Ta, & exinde T2 == 3 4 X T Sed 


per Æquationem ad Seriem eſt On . 


hn quo ſubſtituto, 


I I 2 
. . — — b 13 : { *1 
obtinebis T2 _ X TTX INST In quo valore ſcri 
bendo quantitates variabiles poſteriores pro prioribus, emerget T'2 = 


2 


1 2 3 2 1 2 
— 8 N NN * = vel ſubſtituendo — J TX IPro 


T. eveniet T2 =+7 x 5 N =. per hunc 


valorem ipſius 12, eſt 1 — X 22-42 X 22-Þ, X 22+4 X 2&-+þ5 T2: Et 


per valorem ipſius T2 antea repertum eſt TN xX 


— 3 T2. Denique æquando hoſce duos valores, Termini T, prodibit 


22-þ-—2 x T2+3T'2 X wag = =o, Egquatio utique ad Termi- 
nos Seriei S2; quæ collata cum illa in Propoſitione dat r=3, a= 
5 b= O, =D, PE-SIF hinc fit M=J, N23 & proinde erit 


3 2-3 


— 4 * 22 T2 proxime =qualis Seriei S2 ; adeoque Terminus ſecundus 
Seriel tranſmutatæ. 


2 
Ad inveniendum tertium aſſumatur 8284 K +3 T2 Sz, & in- 


+2 
de per. methodum Differentialem erit 82— T2 L cn he T':2 + S3 


e 
g, qua de priore ſubduta. 5 manet Tam == We wg = 1˙2 
T3, ex qu T 7 AA. | 


Aqua- 
3 
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I Z 22-1 


Equationem ad Seriem S2, eſt T'2 == XX —— 123 quo 


ſubſtituto in valore ipſius T3, provenit T3 = — & — 1 aN 


6 
221-6 T2: ubi ſcribendo valores variabilium wa at pro antece- 


dentibus, orietur T'3 3 N — 3 T'25 vel ſub- 


RT : n 
ſtituendo pro T'2 ſuum valorem, erit T';3 = * a * 2 5 * 


6 I 2 * 


& 3X2 X 25 T2. Per valores Terminorum Tg, & T., 


ft eliminetur T2, reſultabit zz —z Tg 3 T' X 22＋ 224-14 =0, 


quæ eſt ZEquatio ad Terminos Seriei Sz 3 eaque comparata cum illa in 


: I I 21 
Theoremate exhibet a=, bo, ==>, d = 14; adeoque m= 


14 42-21 


N= & propterea = x 4 r erit approximatio ad Seriem Sz, 


«PI 


five Terminus tertius "EAT tranſmutatæ. 


3 „r 


Et ſimili proceſſu, ponendo S3 = 4 * 42 ＋14 


13 4 S4, invenies 


x nate Of 3 3 
220 T4 3 exiſtente 14 = —5 * 


7 3 2 | | 
EY NR * 22h T3. Atque eadem omnino ratione Series 
tranſmutata ad libitum producetur. Sed jam Terminorum progreſſio 
ap aret, exiſtentibus 


; 3 
Terminum quartum eſſe ＋ * 


I 2 
12 = - N — r 
I 


T3 == TREE 855 0 T2, 
rf P85 75, 
r=n P nr TT 7 


&c. 
Ac 
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* 

* 424-12 42-2 N 4.42562 T 

* AcS==m L in SST 4+ 5; 8 T2 2T Ei 13 T5350 44+ &c, 
| 5 2 decem Terminorum initialium eſt 

TH 3.1415.9051.0938.0800, ä 5 & decimus 3 ſubſtitutus pro T, 
[is ac _ pro z, dant 

i + T = .0000.0279.3565.0014.1447.8 

i — T2 = 172.527 482975 

bg + T3 = 147 4-5938.7 

. — 1742 3.8 136.0 

3 + T5; = 192.2 

_ uw 0 = 1.5 

iy ,0000.0214.2791.3363.1147.5 ,0000.0000.0139.7472.6106.4. 
4 1244. 188.8 3.3215.2 
E | 171.7 1.4 
| ” + .0 ,0000.,0214. 2791. 4607. 3205.0 — .0000.0000.0i 39.747 5.93 23.0 
4 


Subduc jam Summam negativorum ab ea affirmativorum, & proveniet 
.0000.0214.2651.7131.3882.0, quæ addita aggregato initialjium exhibet 
3.1415.9265.3589.7932.3846.2 pro valore Seriei propoſitæ. Et hi ſex 
Termini Seriei tranſmutatæ tantundem efficiunt ac trigintaduo Seriei 
ſimplicis. Sed horum Theorematum uſus lat ius patet in Seriebus lentiſ- 


2 71 


14 ſime convergentibus, ad quarum utique valores pervenire non licet per 
35 meram additionem Terminorum. 
bY | ExXEMPLUM II. 
1% : 
| = N 1 1 1 1 1 . | 
75 Tranſmutanda ſit Series 1 * &c. cujus 
ind Aquatio eſt zzT-ZzFizF1 T', exiſtentibus : 2, 7. 45 5, XC. 
143 valoribus ws z ordine ſuccedentibus. Hic erit a= % No 1. 
| 7a =1, 7=1; unde m=1, 1=0, & propterea — = T eſt pri- 
7 mus Terminus Seriei tranſmutatæ. | 
bo, ; 
i7'S | | I x! | 
v4 Ut eruatur ſecundus, finge SSD ＋ x T S2; & per metho- 
„ 
FH 


dum Differentialem prodibit S T = «+ 2 2 T'+S2 — Ta; que 
deducta 


9 
„ 
buy 
I 
4 
N 
Lag 
„ 
1 
- 
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deducta de priore relinquit T==x 1 —5 2 U T'+T 2; ex 


qui invenietur T2 = _ R _ T +- RY FE T': fed ZEquatio ad Seri- 


— 1 
em 8 dat '=— T5 «ry quo ſubſtituto, proveniet T2 — . 


. Scribe jam valores variabilium conſequentes pro antecedentibus, & orietur 


2+ 13 


* 1 
1 ˙2 = e vel rurſus ponendo pro T' ſuum valorem, 


＋* 1 22þ3 22 


S XN NA T. Per valores Terminorum T2 & T'2, ex- 


2 * 22 Pate? 8 


termina T, & habebis 24 + 2 X T2 +2 A 52*—1424 x 
T'2, quæ eſt Æquatio ad Terminos Serie! S2: eaque collata cum illa 


* 


3 I 
in Propoſitione, dat a= TY So, ==, d=15, r=1; & pro- 


inde m=3, ; quapropter eſt — 2 T2 valor Serie! S2 quam- 


proxime, ſive Terminus ſecundus Seriei tranſmutatæ. Atque ſuper 
hiſce veſtigiis progrediendo ut in Exemplo ſuperiore, invenies 


22-1 T 22-2 R8T2 — Jl 27T3 
T2 = NN „1732 N T4 142 — From wed Xo 
| wo 2＋3 — 5 * ET" / 
Ac 8 TER, T7: +5 75 + ZET4 + 
Vel ob faciliorem computum, pone 
A 9 220 64D 
A= FT, BAG. Can ar D= = : E = &c. 


Eritque S = 2. in A- YB ACA DN E—&c. 


Summa decem Terminorum Seriei ſummandæ ſub propriis ſignis eſt 
8179.6217.56 10.985 1.3. Tum ut habeatur Summa reliquorum ſubſti- 


I 


tue Terminum decimum primum, hoc eſt, — pro T, & pro 2 va- 


121 


lorem ſuum reſpectivum, ſcilicet 11; ac habebis N 
8 — 


— 
r 


a "+" 
+ © — P — 
—— — — — 2 — 
> * 


32440 
a 2 


> „ dia 


-—- — 7 —— ___———— 
- = — y 
— = 


* 
rere 1 
? 6066 
— 1 — —— ———— — —- — — — 
— 1 3 A 


4 4 ws” l 


6 * k Serierum. 


—. „ SLRS as 33 
4 5 124 By IT" 12114 9 — 1317 3 ubas 14.14. = C, Ke. 


ErS=—in 6A—7B+8C—9D-10E—e. 


e autem fic ſe habet 


A S. 082.6446. 2809.9 173.5 

B= 478.2075.2372.2 

C= 1.7415.2944-5 

D= 171.3604.0 

E = 3+-2495.0 

3 991.7 

Gs == 4.3.6 

H 2 2.6 

18 & 

Deinde 

.0495.8677.6859.5041.0 0000. 3347.87 26.6605. 4 
13.93 22.336. 0 1542. 2436.0 
32.4950. 0 1.0908. 7 
— 3 33.8 
2 — 000.3348. . 0296. 9983 9 


+ ,0495.8691.6214.4073.0 


Differentia harum Summarum diviſa per 11, dat S = 

045.048 f. 2503. 1280.8, quæ adjecta aggregato decem initialium, con- 
ficit . 8 224.6703. 3424. 1132.1 pro valore Seriei. Quumque hic nume- 
rus dimidium fit illius in Exemplo primo Propoſitionis decimæ re- 
perti; concludendum eſt utrumque computum recte inſtitutum fuiſſe. 


: a E I ; 3 
Etenim Series 1 — — 76 ＋ &c. ubi Termini ſunt alternatim 


negativi & affirmativi, dimidium eſt hujus 1 +> F= HE —=+ &c. in 
qua omnes ſunt ejuſdem ſigni, 


ExXEMPLUM III. 


| 1 I | 
Proponatur Series Laws: þ —_— +> — 77 T &c. quæ definitur 


Xquatione zT CT! So, in qua valores Abſciſſæ ſunt — 2 


Summatio Serierum. 67 


x — &c. Et ineundo computum juxta hanc Propoſitionem, deve- 


2 
2 


nietur ad regulam ſequentem. Pone A=T, deinde 


ye * I * T7 

= 7B X 555; Xs 

r CHE 

=7 «= * 
&c. 


Eritque 8 4 in E A—z+;BÞ-:zF3zC—:zzÞD-EizFiE—&, 


Summa duodecem Terminorum in Serie propoſita eſt 


646.0069. 148 1.83 29.5, atque Terminus decimus tertius 25 . 


25 : 3 1 
Z ===> quibus ſcriptis, habemus Aa z 
. FH OS TOY: 2.3.3 3 3.5.35 . 3 
3 13.27.27 A, B. 14.29.29 B. D = Hin C, E= 16.3533 8 
ac 2 in 13 A—-1;5B+17C-19D+21E —&c. 
A = .0400.,0000.0000.0000.0 
5 == 422.0744.9014.9 
C= 6452.0422.0 
D = 33-5725-4 
E = 3776.5 
F = 73-4 
(G3 === 2.2 
23 I 
5 200.0000.0000.0000.0 ,0000,6331,1174.4223.5 
10. 9694.9 174.0 637.8 782.6 
7.9306. 5 1688.2 
N 8 | 2.7 
_ .5200.0010.9702.5835-5 — ,0000.0331.181 2.4697.0 
| Dein 


3 


_— 
i. 


= = 
4 ——_ — 
LL IE IB 7 
. 4 = . 


a 1 —_ 

. — — — 
1 . — — G 
9 923 * © * e 2 — 
* "Ws YH y dd * ne 3 - eh, OOTY " i * 9 3 
* * C7 # - 1 vs = wo 3 — 9 
4 1 4 . 
— . £22 Oe 3 rr 2 5 - N - -- 
r : — * 8 - 


#2 .ar * ap AS _ 
tha FT SS 
=_ Sf 


< * — — > 
—— —— —2— ̃ —— 
= * 2 — 


2 = 2 — * Ver : p © 8 
= 4 Fe. * a 
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een 
„ 


- 2 


= 
4» * 


Dein dividendo differentiam Summarum per 25, prodit S = 


.0207.9747.1915.0153.5, quæ una cum aggregato initialium conficit 
.7853.9816.3397.4483.0 pro valore Seriei ſummandæ. 


SCHOLION. 


Sicut una ZEquatio definit Series numero infinitas, ita una Tranſ- 
mutatio inſervit Seriebus numero infinitis: Et unumquodque Exem- 
plum pro Theoremate eſt habendum; ſic Tranſmutatio in ultimo Exem- 
plo inſervit Seriei generali 

I J I I I | 
m —m4- Tan . 77 * mA QC. 
Obſervandum eſt legem continuandi Series per hanc Propoſitionem 
tranſmutatas, non ſemper ſe prodere ut in Exemplis que hic elegi: 
hoc vero neutiquam incommodabit opus. Nam poſtquam colliguntur 
ſex circiter Termini Seriei ſummandæ, tres vel quatuor Seriei tranſmu- 
tate dabunt quæſitum fatis accurate pro ufibus quibuſcunque; in praxi 
enim raro opus eſt continuare computum ultra novem aut decem figuras, 
Atque eodem res redit, five Termini Seriei tranſmutandæ ſint uſdem 
vel contrariis ſignis affecti, five ſint vel non ſint aſſignabiles. Labor 
enim ſemper erit levis, præterquam ubi in Æquatione ad Seriem, quan- 
titas 7 eſt negativa & ſimul proxime #qualis unitati; ut fi fir 7= 


. 22 


— E, vel =— = computus erit laborioſus. Sed hoſce caſus facile 


10 
evitabit Analyſta peritus, quibus jgitur remedium proferre non eſt ope- 
ræ pretium. | 

Adjungerem quoque nonnulla de Seriebus hujuſmodi 


I Ty 1 
— 3 1 — 1 c— 1 5 | 


Ubi Termini in infinitum producti non habent datam rationem ad ſe in- 
vicem, ut in Seriebus de quibus hactenus egimus, ſed antecedentes ſunt 
infinite majores conſequentibus. Hæ exhibent Numerum ex dato Lo- 
garithmo, vel Sinum ex dato Arcu, & ſunt ſui generis ſimpliciſſimæ. 
Tranſmutari poſſunt per principia in ſuperioribus poſita; cæterum res 
commodius abſolvitur abſque Tranſmutationibus. Ut in Serie x N 
_ +> —_ 2 x* + &c. que exhibet Numerum ex dato Loga- 

rithmo 


Ti 
> 
2 
be, 
EZ 
» IK 
4 * 
= 
1 
* 
. 


* 
= 
Oy” 
* 
"= 
. 
* 
. 
I 


: * 3 
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rithmo x, fi eſſet K = 12.3785, rejicerem Characteriſticam 12, & quæ- 
rerem Numerum Logarithmi . 3785 qui prodiret in Serie celeriter con- 
vergente ob Logarithmum jam unitate minorem; quo dato non lateret 
Numerus Logarithmi 12.3783. Et eodem res redit five Logarithmus 
ſit Tabularis ſive Hyperbolicus. | | | 

Et ſimiliter in quærendo Sinum ex dato Arcu, fi idem major fit Qua- 
drante, fubducatur ex Semicirculo, & manebit Arcus Quadrante minor 
eundem habens Sinum ac prior, utique <jus ſupplementum ad Semicir- 
culum. Arcus autem minor Quadrante dabit ſuum Sinum in Serie ce- 
leriter convergente. 

Series quæ definiuntur ZEquationibus quæ involvunt tres vel plures 
Ferminos Serieĩ poſſunt ſummari accurate vel quamproxime ex Analyſi 
ſupra tradita: ſufficiat autem hujuſmodi computationum jeciſſe funda- 
mentum & aperuiſſe viam aliis quibus eſt otium & animus hac de ma- 
teria plura ſcutari. Sed ne omnino neglecta videatur, dabimus Theo- 
tema generale ex principiis Moivræi, quod tam ad Summationem quam 
ad Tranſmutationem liujus generis Serierum extenditur. | 


Prxofosrtio XII. 


mmos ac Sunimas furceſſivas. 


Sit Fractio » quz in Seriem reſoluta eſt wp 
I+3%+8x*þ21x*+5 5x*+ &c. Tum Summæ ſucceſſive erunt 


a * Eg. 3 1 n 2 i; . 
IE ** * 83 FHN PFI AA ＋ Ke. 


A = gb beige +1446 bee 
8% ＋ EEC 9 > 914 2 
== 8%-punrggrti F Kc. 
21-84 _ 3 
I- © 21 ESS IAA g & c. 
55 —21Kx 7 


S3 144 ＋ &c. 
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T : | Fe 
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Et ſenſus Propoſitionis eſt quod haz Summæ eodem numero ſumptæ 
eandem ubique habent relationem ac Termini Seriei totidem numero 
ſumpti. Exempli gratia, in caſu præſente relatio inter tres quoſvis 
Terminos ordine ſuccedentes erit xx T —3x IT“ Soo: atque ea 
de cauſa relatio inter tres Summas ſucceſſivas erit etiam xx S 38 ＋ 
S“ Do, ut experienti patebit. Propoſitio vero fic demonſtratur. 

Sint 7, 5, t datæ quantitates, & aſſumatur Æquatio ad Summas S 
S“ S“ So, dein ſubſtituendo valores variabilium ſuccedentes pro 
præſentibus, habebitur S ASA S' =0, quæ ſubducta de priori, 
relinquit 7S —7S'|$S'—$S"4-!S'—!S' So; in hac ſubſtitue T pro 
S—S, T' pro S/—S', ac T“ pro S'—S", & proveniet TNT 
T“ o. Et hæc eſt eadem relatio ac ea Summarum primo aſſump— 
ta. Et ſi plures vel pauciores ſint Summæ, eodem prorſus modo Pro- 
poſitio demonſtrabitur. 170 7 IA. 


Corollarium. Hinc habemus methodum ſummandi haſce Series ex 
data relatione Terminorum; ut ſequentibus Exemplis fiet manifeſtum. 
ExEMPLUM I. 


Detur Æquatio ad Terminos 1 T +5 T' So, & per hanc Propoſitio- 
nem erit etiam eadem relatio Summarum, utique rS4+5S'=0;'pro 
S' ſubſtitue ſuum valorem S— T, & orietur 7S+5S—5sT =o, un- 


de fit S =; & Quare datur e 5 2 primo Ter- 
m ino T. Ut fi Series fit | l F | 
1 a 214 f 8 1 I 4 32 5, 
F 
cujus Zquatio eſt 2 T—xT o, erit T 2, =; quibus ſeriptis, 


OR — * 
rodibit S = —— = 
Pl : 9 22 77 S 2 


* — 


T. Subſtituatur jam quilibet Ter- 
minus pro T, & erit Summa ejus & omnium ſequentium uſque 


in infinitum. Sit T æqualis primo Termino nempe unitati, & habe bi- 


x | | 
tur „ Pro valore totius Seriei. 


EXEMPLUM IL 


Ad eundem modum ſi Zquatio ad tres Terminos fit TT! 
iT" =o, relatio Summarum erit 7 S+5S'+7S" So; in qui ſcriben- 
25 | V A 


1 


; 
: 
7 
- 


> 
\ 
N 
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doS—T pro 8, & S -T .OT' pro S!, emerget 7S+S—sT+ 
; LY HAT +HT | 
{S—!T—tT =o, & exinde s Ee adeoque datur S ex 


datis duobus Terminis. Sit Series ſummanda 


Id-3x4-8x? 2IX AHR ＋TIAAX＋ &c. 
in qui relatio Terminorum eſt xx T — 3x T' T“ =o, hinc eſt xx, 
zx T -T. 


S5=—3x, ; quibus ſeriptis, habe bitur S 2 Subſti— 


tue jam primum Terminum pro T, & ſecundum pro T., & prodibit 


1 J Pro valore Seriei. 
Similiter fi Æquatio ad Terminos fit T ST TT“TCUT“ =0, 
crit S = EE Et ſic deinceps quando relatio eſt 


inter plures Terminos. 
OCH OLI ON. 


Notandum relationem Terminorum que variabilis eſt, eo propius 
accedere ad invariabilem, quo magis Termini recedunt ab. initio, & 
tandem in diſtantia infinita evadere omnino invariabilem ut in Seriebus 
ex Diviſione ortis. Atque hane appello ultimam re/ationem Termino- 
rum ad quam relatio eorum continue approximat, nunquam tamen 
perveniet accurate priuſquam Termini remoti fuerint infinito intervallo 
a principio. | 

A quario autem Differentialis definiens Seriem, rejiciendo dignitates- 
Abſciſſæ omnes præter altiſſimam, & per hanc dividendo Aquatio- 
nem reſiduam, dabit ultimam relationem Terminorum. Proponatur 
Zquatio. xxT Xzz+3z TX R, rejice omnes dignitates Abſciſ- 
ſz infra quadratum, & manebit xx Tzz= T'zz, quæ diviſa per 22, 
dabit æ&ð* TT. Et hæc eſt relatio ultima Terminorum. oo}Þ— 

Ultima autem relatio, quum conſtans fir, ſuppeditat methodum ſum- 
mandi Series quamproxime, in quibus relatio Terminorum eſt varia- 


bilis. Si detur ZEquatio quæ vis 7 T x zz4az+5 + TX A =0, 


ultima relatio Terminorum erit Ts T'=0, unde S= ny T 
quamproxime. Hæc Æquatio obtinet accurate quando Terminus T 
infinite diſtat ab initio, & proxime quando diſtantia eſt notabilitex 


magna. Similiter ſi Equatio fit T X + 5T'X z +4 +! . 
| . ima 


= Summatio Serierum. 
ultima relatio erit T +iT'+tT"=0, & 8 e proxime. 


Adeoque colligendo aliquot Terminos initiales, priuſquam inchoatur 
computus, Summa reliquorum habebitur proxime per hanc methodum. 
Ex uſdem principiis etiam corrigere licet approximationem continue ut 
in Propoſitione ſequente. 


ProPeosITLOo XIV. 


Omnis Series A+B+C4D+E+@&c. in qua ultima 
relatio Termmorum eſt TTT“ o, affn- 
menda n S Tt, & ponendo 


Az rA BTC, A3zrA2+B2+ C2, AA = r AZ BZ ＋ Cg, 

B2=7B-5C+/D, B3 Bz Ca- Dz, B4=r B3+5C3 DZ, 

Ca g C- DN E, C3=7 C2-5D2+!E2, Carr Cg +D3--rE3, "Y 

D2=7D+E-+/F, D3=rD2E2-þ/F2, D4=rD3--5E3--:F3, * 

Ez YEN F-: G, EZ E2+5F2+!G2, E4=rE3-+:F3+1G3, 
&c. &c. 3535 


Bipartitur in ſequentes. 


r 
in 1 r ir r yr r &. 


ei I Rp "ep it OT 
*in a Fa or oat . Ke 


17 


Per han itaque Propoſitionem,. Series in qua. ultima relatio Termi- 
norum definitur Æquatione involvente tres Terminos, tranſmutabitur 
in duas hic exhibitas: quarum tamen prior evaneſcit ubi eſt f o. 
Si relatio ſit, inter duos, tantum Terminos TI! o, erit So; 
eaque de cauſa, evaneſcet Series poſterior, & ea quæ tranſmutanda 
proponitur, migrabit in unicam; quo in caſu particulari-coincidet hæc 
Propoſitio cum Theoremate a D. Monmort invento. Si relatio ſit in- 
ter plures Terminps quam in hac Propoſitione, Series tranſmutanda 
migrabit in plures Series. At in omni caſu res erit manifeſta ex eo 
jam exhibito. Et nolim amittere ſimplicitatem, affectando nimium 
paucis complecti. | OP | 


EXEMPLUM 
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EXE M PLUM I. 


Proponatur Series 1-|4x+9x* 16x*25x*]-36x*+ &c. Ubi co- 


efficientes ſunt quadrata numerorum naturalium: AÆquatio differentialis 


eſt x TXzz$2z+i — T'zz So, & exinde ultima relatio TT 
adeoque x, == —1, o, 1=X—1I 3; atque 


Ar, A2==—=3x, Ag zx“, A4=0, 


B Ax, B2 ===;x*, B3g =2x*, B4 =o, 
S Cz. 7x, (iir, &c. 
D=16x3, D2=—g9xt, &c. 
E==25x*, &c. 

&c. 


Omnes igitur Termini poſt A;, evaneſcunt ; & ſubſtituendo hoſce 
valores, Series tranſmutata fit 


I in — = — 
cod == + =7: 


» - = = * 1 * * - 
Et hi tres Termini in unum colle&i dant —— - pro valore Seriei. Quod 
_ 


fi mutetur ſignum ipſius x tam in Serie, quam in ejus valore, habe- 
bitur 
_ =I—4x4-9x* —1 6x 42 5 * —-36& ＋&c. 
| Et inde etiam 
— es- +255%+49%%8 Ix ＋ &c. 


1 


id quod colligi poteſt directe ex Propoſitione abſque hiſce ambagibus. 


EXEMPLUM II. 


Proponatur Series 1 + 8x+27x*Þ64x*-125x*4-216x*4- &c. ubi 
Coefficientes ſunt cubi numerorum naturalium: & Aquatio ad Seriem 
eſt xTXz*F3zF3zFi—T'z)=0; adeoque ultima relatio xT—T'=0; 


& inde Tx, $2 —], oo, I1=X=—lI ; & 
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Az1, 


4 


Sz 0 


*- "*« 
- 


N * x 
2 > oe» : * | 4 
— 


* 


3 


1 
* 4 


[- 
F 
| 
FF 
| 
4 - 
> 
* 
: 

wh 
* ; 


4 
* 
4213 


. — = - 4 — 
: 
MC. = 


— 
5.46 © 4 


: * 
1 Ss + * 7 
„ 
88 „ Sa. > 


— — —— 
8 _—__ 


SQL TIS EL. 
S 


* - 


ASI * — 


> 
* 


— 
— 
& = 
* 


— 
Wines: 
- -- 
*. — — 


— 
" 4 = my ” 
© - s 
* = _ * — 
> EY 17 w_ 2 
4 "3 


— 


© mag Wn — 


7 wy 
2 — — 
- = 


— — — — — — — — — 
* 
8 UW 8 
c N e OD 


* " * 44 E 4 
« 7 A 3 
—— 0 
— 


— x5 3 


1 


— 


{'S = 
A - 


$4.5 ib A 


15 
Th 
7. 
15 
8 
| 
| 
. 
14 
[4 . 
1 
17 
V; 21 
* 
7 
4 


74: Summatio Serierum. 


Amr, Az -&, A3z=12x?, AA, Aso, 
8, Bz -i“, B3.=18x), B4 S= 61, B;z =0, 
=27%*, C2=——37x%, C3=24x, C4=—5Sx"', &c. 
D =64x*, Da — 51x! , D3=30x", &c. 

E, —=125x*, Ez =-) px“, &c. 
F 216K, &c. 
&c. 


Hic evaneſcunt Termini poſt A4; & valores ſubſtituti in Theoremate, 
dant | 


3 7X 139 Ox ? 
— I a UN ——== — — 
* — *I D x—1 *? 
| 3 41; IAE 
& hi quatuor Termini collecti in unum dant —==— pro valore 


Seriei. 
EXEMPLUM III. 


Detur Series ſummanda 1—6x27x* —-104x*+306x*—1212%x*{- 
2842x*—11784x*+ &c. quæ definitur ÆEquatione xx T -K TT 


—T”"z So, evadat jam 2 infinite magna, & ultima relatio erit xxT — 
2xT'—T"=0: hinc fit 7=xx, =—2x, [=—I, 1=XX==2X—1I ; atque 


A= TL, A2 —14K* , A3z=-+29x*, A4=0, 
B=, B2 S 44x?, B3 =—70x*, B4 =o, 
C =-+27x?, C2 =—131x*, C3 =+169x%, Ke. 
D: io“, Daz 37x, D3=—408x?, 
E =+366x*, Ez =—1052x*, &c. 
F =—1212x", F2 =-+2888x”, 
G=-+3842x*, &c, 

—=—IL1784x7 

&c 


Subſtitue jam hoſce valores pro A, A2, Ag, B, Bz, Bg, atque Series 
propoſita tranſmigrabit in ſequentes duas numero Terminorum finitas, 


5 I 4x? 29%. 
* 1 In — —— = - 
T X Xen 2. Xen T — Xu]? — Xe ? , 
6 1 70 
XX — 2x —1 * XX — 2X — EY — 90 


a | I 
Quæ duæ in unam Summam collectæ dant pro valore 
— 7 


Seriei. Ad eundem modum Theorema applicatur ad Tranſmutationem 
Serierum quæ ſummari nequeunt. Demonſtratio autem ex ſequentibus 


fi et 
1 


2 
3 
; . 
”. 
2 
* 
3 
7 
S 

K* 
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fiet manifeſta, Sit Fractio quæcunque . 
b XN Xx x 


rator ſit quantitas conſtans ex membris quotcunque, quorum tamen 
numerus eſt determinatus. Sit vero ejus Denominator dignitas quæ- 


cujus Nume- 


libet quantitatis, quæ etiam conflatur ex membris quotvis Numero fi- 


nitis. Tum quicunque fit index x, fi Fractio reſolvatur in Seriem, ea- 
dem ſemper erit ultima relatio Terminorum, ac ſi Denominator fuiſſet 
ſimplex poteſtas v-!x-5x? rx. In hanc igitur fi Series continue 
multiplicetur, factum tandem abrumpet, fi ſit 2 integer & affirmati- 
vus: hoc eſt, fi Series ſummabilis fit per ſimplicem Æquationem. 
Proponatur Series I—5x-27x*—104x*+-366x%— &c. in qui ulti- 
ma relatio Coefficientium eſt A—_2BEC=o; fumo quantitatem xXx 
2x—1, vel mutatis ſignis, 1-+2x—xx, in qua Coefficientes iidem ſunt 
ac in ultima relatione, & concludo Seriem propolitam, modo ſumma- 
bilis fit, æqualem eſſe alicui Fractioni cujus Denominator eſt Dignitas 
uzdam quantitatis I ¼ x. Ergo pono S=1—bx-27x* OA 
366 — & c. & duco utramque partem in 14-2x—xx ; atque prodit 
SX ? =I—4tXI4x* —44x*4-131x*— &c. quam quoniam non- 
dum abrumpit, iterum duco in eandem quantitatem, & habeo Sx 
ITI =1—2x5x* —I2x*+29x*—&c, dein tertia vice multi- 
plicans eandem, obtineo SX1-hzx—x2* =1; Terminis omnibus poſt 
primum evaneſcentibus. ; 3 
Igitur palam eſt hanc Propoſitionem nihil aliud præſtare quam me- 
thodum compendioſam multiplicationis, & ſimul diſpoſitionem Ter- 
minorum in Seriebus tranſmutatis que efficit celerem convergentiam 
quando non abrumpunt. Quare Demonſtrationem Lectori indagandam 
relinquo, quæ quidem eadem fere eſt ſive Denominatores ſint trino- 


miales, quadrinomiales aut plurium nominum. 


PROPOSITIO XV. 


9 
Indenire &Aquationem ſive Agebraica ſive Huxionalis fir, 
cujus Radix erit Series quacunque data que definitur 
Aquatione in qua Termini Serie: ſunt unius tantum 
dimenſionis. | 


Series datur ex datis aliquot Terminis initialibus & ſiimul lege for- 
mandi reliquos: ex hiſce autem datis invenietur Æquatio habens Seri. 


em illam pro Radice, id quod per Exempla ſequentia intelligętur. 
EXEMPLUM 
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EXEMPLUM 1 


Invenire ZEquationem cujus Radix eſt Series Aq-Bx+Cx*4Dxi4- 
Ex ＋ &c. in qua relatio Coeffi cientium eſt conſtans, ſcilicet A 
BAC DS o. Quoniam relatio eſt invariabilis, concludo Seriem 
æ quari Fractioni rationali, quam fic eruo. Fingo y æqualem Serie datæ: 
& ſumendo indices relationis 7, 3, t, v, in ordine inverſo, duco y ejuſ- 
que valorem ſucceſſive in v, lx, *, v, atque provenient 


v5=vA-vBx+vCx* D Ex ＋HVFXx + &c. 
.*) TAx IBN CX CDX! N Ex ＋ &c. 
*. 52 SAx*+5Bx*+5Cxt+-5Dxi+ &c. 
1 * 5 Ax Bx ACM T &c. 
Sed ex ſuppoſitione, eſt rA-j-5B4-/C-vD=0o, BA CAN DE go, 


& lic in infinitum. Unde evaneſcunt omnes Termini in quibus x eſt 
plurium quam duarum dimenſionum; adeoque reſtabit 


4vC 
vybtxy ix? I- 8 * ＋˙ B 5 * 
+7 A 


Quæ eſt Zquatio determinans valorem Seriei, Exempli cauſa, fit 
=2, B=—3, C=7, 7==3, SS—7, I=, v=4 3 & evadet Æquatio 
CN - 4x 


4yÞbxy——7x* fg Y S- 4A, vel STT Fx. 


EXEMPLUM IL 


8 ; 2 
Invenire Æquationem quæ pro Radice habeat Seriem 1 _ x? + 


8 16 128 256 , : i 
— X* — —X* ＋— K — —x** + &c. in qua relati 
155 z —— qua relationes Coefficien 
tium ſunt 2A+;B=o, 4B4+-;C=0, 6C+7D=o, 5D+gE=o, &c. 
In hoc Exemplo Zquatio quæſita involvet Fluxiones primas, quoniam 
numer! in relationibus ſunt æqui differentes. Aſſume ergo 


A Bx*- C De- E &c. 
erit 2 2Bx*4-4Cx*++6Dx*+8Ex ＋ &c. 
N= Ab3Bx*-5Cxt+7Dx*+gEx"-þ- &c. 
21 X y=2 Ax*+4Bx*-þ6Cx*+8Dx*4+ &c. 
Adjiciatur nunc ultima ÆEquatio penultimæ atque prodibit 


5 


* 
7 
* 
>.” 
o 
3 
* 
- 
o 
7 


. . ＋2A 
Sopxy2x T X VA 2 
. zx Y x59 ＋ 3B x L-C * +» 
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6CY' 8DY' | 
+ 4B Ne 5 R x* + &c. 


Sed ex hypotheſi relationes Coefficientium ſunt 2A--3B=0, 4B 
5C=0, ECD So, &c. ideoque Termini omnes poſt primum A e- 


vaneſcunt, & reſtat Zquatio finita y-xyÞ2x*z5-4-x =, ſive 


XI -N N =1T : ſubſtituta ſcilicet unitate, ſive primo Ter- 
mino Seriei pro Coefficiente A. 


ExXEM PLUM III. 


Invenienda fit Æquatio cujus Radix eſt Series 1 3 — 45 *4— 


3 
256 2048 
—1. 1 A—2. 2B νõ, 1.3B—4.4C=9, 3.5 C-6.6D=0o, 5. D—8.8 Eg, &c. 

Vel —A—4B=o, 3B—16C=, 1;C—-36D=0o, 35 D —64 E, &c. | 
In hoc caſu Zquatio deſiderata neceſſario involvet Fluxiones ſecundas, 
quoniam numer! qui indicant relationem Coefficientium, ſunt duarum 
dimenſionum, five facta ſub numeris æquidifferentibus binatim ſump- 


tis. Sit 1taque 
ANB +Cx*++Dx*+Ex*+ &c. 
y = 2Bx+-4Cx34+6Dx* +8Ex7+ &c. 
xy = 2Bx-12Cx +30Dx*+;6Ex7+ &c. 
ry = 4Bx+-16Cx*+36Dx* 4-64Ex7-+ &c. 
** TX yuery=n—Ax4-3Bx*+15Cx*+35;Dx*-+ &c. 


Denique ſubducendo hanc ultimam Æquationem de penultima, manebit 
* = # Ps + A — B | — C | — D - 
+. .*. . . . OT 4 
hoc eſt y IL o, vel 5-+#)+ TL o. Nam prop- 


x* X&c. ubi relationes Coefficientium ſunt 


ter relationem Coefficientium, omnia membra ex una parte Æquatio- 


nis evaneſcunt. 


Ex EM Lu M IV. 
Quæratur Æquatio, cujus Radix eſt 1 ＋ Ax? += Bx 360 


a 49 
X * 


\ 
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+7 2 4 D* + &c. ubi relationes Coefficientium ſunt A—4B=0, gB— 
16 Ci 25C—36 D=o, &c. Finge 
ATB CN Dx Ex ＋-FX + &c. 
Erit = 2Bx-1-4Cx*+6Dx*+8Ex710Fx* A &c. 
ac xy= 2Bx+-12Cx*+30D%*+56Ex7-þgoFx? + &c. 
Dein per computum invenies 
xyp-3x2 3-.-x =Axd-gBx*+25Cx*+49Dx'+81Ex* + Kc. 


Y ABA -T16CX +36Dx*|-64Ex?4-100Fx* + &c. 
Harum 8 poſteriorem ſubducito de priore & habebis 


+ AZ + 9BQ,z+25C we 49D Jer 


. - X ===; 5 Loy ay " z06D 04E 


Et inde propter relationem an Aquatio erit xy=yxi—3xx-+ 


XYWL—XxX. 


ExXEMPLUM V. 


Quæratur Æquatio cujus Radix eſt += ** + ö * +— *+ &c. 


ubi Denominatores ſunt quadrata numerorum 1, 2, 3, &c. Aſſume 
r x + >a 18 Taz * + &c, 


Erit „j gege- Ter ＋ 5 x* + &c. 
Cujus Fluxio eſt 
xyÞy=1 e + A + &c. 
hoc eſt xy+y= 


I — Xx 


Similiter fi Series fit x+> 1 5 ＋＋ 87 * ＋ &c. ubi Denomina- 


1 


tores ſunt Cubi, invenies ZEquationem eſſe 53 , J==z 


Et ſi Series fit x 165 4 574 —=x* &c, exiſtentibus Denomina- 


2 7 
toribus 


: 
vo 
„ l 
3 
* 
8 
$ | 
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toribus biquadratis, prodibit ÆEquatio y 46xyb7x* 43% y Oy 


Cans 


Et ſic deinceps. 
SCH OLION. 


Ex data igitur relatione Coefficientium, Series reducuntur vel ad 
Fractiones vel ad Fluxiones, idque eadem prorſus facilitate in omnibus 
caſibus; ſive Series determinetur per relationem plurium vel paucio- 
rum Terminorum. Nam quonum ſumendo Fluxionem Seriei, Termi— 
ni ducuntur in indices dignitatum, qui ſemper ſunt æquidifferentes; 
& rurſus in alias quantitates æquidifferentes, ſumendo Fluxiones ſecun- 
das; & fic porro, formare licet hac ratione relationes. Ferminorum- 
quæcunque ſint, inſiſtendo veſtiglis mox traditis. | 

Ad ſummationem autem perfectam oportet Fluxiones reduci ad Flu- 
entes; quod ubi fiert nequit, concludendum eſt, Seriem de qua agitur 


non eſſe ex ipſarum numero quæ ſummari poſſunt. Multum autem 


confert ad promovendam hanc doctrinam ut Summationes reducantur 
ad Fluxiones, quoniam methodus regrediendi a fluxionibus ad Fluentes, 
licet imperfecta fit, eſt tamen melius nota & magis exculta quam ea re- 
grediendi a Differentiis ad Summas. Sed & altera alteri matuo præbe- 
bit opem: Fluentes enim ſi inveniri poſſint, exhibebunt Summas; vel 
e contra Summæ inventæ dabunt Fluentes. 

Ex Propoſitionibus jam traditis, aliiſque ex iiſdem principiis facile. 
deducendis, invenire licet Radicem Æquationis cujuſcunque accuratiſ- 
ſime in numeris modo reduci poſit in Seriem ſimplicem, etiamſi len- 
tiſſime convergentem. Sed etiamnum reſtat difficultas, 6 neque Series 
cito approximet neque ſit relatio Terminorum ſimplex & idonea quæ 
definiatur Æquatione differentiali. Quippe ſt in ÆEquatione reſolvenda 
reperiatur Radix ejuſve Fluxiones plurium quam unius dimenſionis, vel 
ſi hæ in ſe mutuo multiplicentur; & hujufmodi membra nequeant elimi- 
nari: in 1is inquam caſibus Radix non eſt reducibilis in Seriem ſim- 
plicem compoſitam ex dignitatibus Abſciſſæ, ſaltem per artes mihi 
hactenus notas. At dignitates Abſciſſæ utcunque altæ ſint in Æquati- 
one reſolvendi, nullatenus obſtant ſimplicitati Seriei. | 

Sed hac oblata occaſione, conabor tollere difficultatem hactenus in- 
tactam, que tamen in reductione Æquationum Fluxionalium maxima. 
eſt. Sciendum igitur eſt eas Æquationes Fluxionales quæ involvunt 
omnes conditiones Problematis, ideoque determinant omnes Coeffici- 
entes in ſuis Radicibus, reſolvi poſſe perinde ac Æquationes literales 
affectæ, idque per regulas a Newtono dudum traditas. Attamen ple- 
rumque fit Equationes non determinare omnes Coefficientes Termino- 


rum 
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rum in ſuis Radicibus; ſcilicet' quoniam quantitates conftantes evaneſ- 
cunt & omnino amittuntur ex ÆEquatione in progreſſu a Fluentibus ad 


Fluxiones. Sed & variis modis evaneſcere ſolent prout Fluxio ſumitur, 
id quod Exemplo declarare libet. 


| . nat 
Proponatur /Equatio „ beg, & fluente x uniformiter, 
atque ſcripta unitate pro ejus Fluxione; habebitur per Methodum di- 


® 3 * „* 6 | * 
rectam 2 D T= cujus Radix per methodos Newtont extracta, 
: , : 0 NG 
eadem erit ac Radix Fluentis y* =bx+ 225 idque propter quantitatem 


aa jam amiſſam. Et hoc in caſu non determinatur primus Terminus 


Seriei, qui utique pendet ex evaneſcente quantitate aa. 
2 


Similiter ſi Æquatio propoſita prius dividatur per x, exibit 5 = 


RR 8 2959 9 323 | 
7 * * ; cujus Fluxio eſt — 7 2 vel ducendo 


by 1.9 . 
in x*, 2xyy—y* - 44 =, Et hujus Radix pure ſumpta ea- 


; PI bs ; ; 
dem eſt ac Fluentis, y* S + —. Quo in caſu non determinatur 
ſecundus Terminus Seriei, qui dependet ex Coefficiente b nunc a- 
miſſa. | 


Denique fi Equatio fluens dividatur per &, habebitur - = = + 


b I : !!!! 3m 5 g 
* — & exinde Fluxio erit * — = = _— vel 2x yy— 


45 = == 440 - 3; Que reſoluta per regulas vulgares, eandem da- 
bit Radicem atque Fluens y? = 4a? + bx: adeoque Terminus Seriei quin- 
tus, qui dependet ex Coefficiente cc non determinatur. Hinc patet 
fluxionales ÆEquationes 5 


4x3 
2 Jy= b+ £2” 
3 : x4 
2X3 - - . =, 
2X 5ÿ—45 2 444 —3 bx 
| 4 
provenire ab unica fluente 52 = aa bx-ſ-— : per primam Terminus 


primus Seriei non determinatur; per ſecundam determinatur primus at 
1 non 
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non ſecundus Terminus; per tertiam denique determinantur primi qua- 
tuor Termini Seriei, at quintus relinquitur indeterminatus. Poſſunt igi- 
tur diverſe Æquationes fluxionales provenire ex eadem fluente. Sed 
methodus reſolutionis non erit perfecta priuſquam in poteſtate fueric 
exhibere omnes Radices diverſarum fluentium a quibus Fluxio quævis 
propoſita ullo modo pervenire poſſit. Nam neceſſe eſt habere rationem 
quantitatum quæ vel actu evanuere vel evaneſcere potuerunt. 

Etenim non licet extrahere Radicem ex Æquatione fluxionali tan- 
quam nulla quantitas evanuiflet, dein addere quantitatem datam fluenti 
invente ut in Quadratura Curvarum. Termini utique indeterminati 
ſæpiſſime funt quantitates invariabiles: & additio Quantitatis data 
Radici inventæ non æquipollet additioni Quantitatis Æquationi re- 

| z 


folvende. Sic eadem Fluxio 2 y 5 =b+ a. provenire poteſt ab utra- 


4 4 
vis fluentium yy = aa+ bx, vel „be A- quarum tamen 


Radices ſortiuntur formas omnino diverſas, fcilicet prior A+Bx+ 


1 J | 2 
Cx ＋ &c. poſterior Ax ＋B C + &, DSS 
Inſuper fiert poteſt Æquationem fluxionalem involvere omnes Coefh- 
cientes quas involvit fluens, & hoc non obſtante, Terminos omnes non 


o * .. . 4 | | — 
determinari, ut in Exemplo ſequente. ÆEquatio y* a , bx > 


* 3 s . 
exhibet directe Fluxionem 2) =: quæ ſi ducatur in 5, eva- 


: 3 
det 29* y= by + = 2; & dein ſubſtituatur pro yy ſuus valor 424 ＋ 
4 ; —_— ' 
be, tandem habebitur 2 2a f 2bxy-+ —= by + = Et 
hec eſt Æquatio fluxionalis involvens omnes Coefficientes quas invol- 
vit ejus fluens; in qua nihilominus primus Terminus Seriei non deter- 
minatur. Idem etiam ubique eveniet niſi adſit membrum in Æquati- 

one quod nec involvit Radicem neque ejus Fluxionem quamlibet. 


Sunt & aliæ difficultates quamplurimæ haud minoris momenti, quas 


facile quivis percipiet multiplicari in Fluxionibus inferiorum ordinum: 


nam in Fluxionibus ſecundis, Termini duo ab invicem neutiquam pen- 


dentes poſſunt eſſe indeterminati, & tres in tertiis; & fic porro. Cæ- 
terum aecidit haud raro omnes Terminos determinari ex Æqaatione e- 


tiam involvente Fluxiones inferiorum Ordinum. Et omnia que hic 


dicta funt de Fluxione cujus fluens nota eſt, etiam vera ſunt de Fluxioni- 


bus quarum fluentes ſunt ignotæ. . : 
* Radix 
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Radix Æquationis cujuſcunque eſt quantitas, quæ ſcripta pro litera 
denotante Radicem, efficiet omnes Terminos Æquationis reſultantis 
evaneſcere. Termini autem duobus tantum modis poſſunt evaneſcere, 
vel per ſignorum contrarietatem in membris homologis, vel etiam ubi 
reperitur quantitas conſtans in fluente; eadem enim nullum relinquit 


veſtigium in Fluxione. Ut fi fit y=Ax"; erit ) A, y= 
= Ax; fi fit So, evaneſcet valor Fluxionis prime; ſi ſit 


m -n So, id eſt, So, vel i, evaneſcet valor ſecundæ; idque 
abſque aliis membris homologis _ eas deſtruere poſſint. Et hæc 
ſunt principia per quæ enodandz ſunt difficultates univerſz quæ occur- 
runt in reſolutione Equationum fluxionalium. 


Proponatur Æquatio reſolvenda pay? Sri -N, vel poſita uni- 


tate pro x, 7* y* =r*—y*. Per parallelogrammum vel alias New- 
toni methodos, invenies Radicem 
ox 3 x 5 * 7 
y=#%—= G7 ＋ T2074 5040 ＋ &c. 


Hujus enim quadratum ſcriptum pro y*, & Fluxionis quadratum pro 


y* efficiet omnia membra Æquationis reſultantis ſeſe deſtruere per 
contrarietatem ſignorum. Videamus autem an alia fit radix quæ hoc 
modo inveniri nequeat. Illum in finem finge Ax eſſe primum Ter- 


minum Seriei, five y= Ax" proxime; eritque y= nAx*%—"; adeoque 
* = 1* Are , & Y = Azx2 ; quibus ſcriptis, reſultat 172 A. - 


Ne Ax", vel ducendo totam in x2. | 


212 72 Az x2") = 72 x2 — A? x zu Ta. 
Ubi patet membrum #a*7* A*x2* evaneſcere quando eſt So: ſubſti- 
tuatur ergo o pro , & evadet ZEquatio 
OXP A R wn Ax 
hoc igitur in caſu evaneſcit membrum Ax in quo x eſt minimarum 
dimenſionum: eaque de cauſa erit Ax, ſive conſtans quantitas A pri- 
mus Terminus Seriei eo citius convergentis quo minor eſt x. Atque 
nunc computum proſequendo invenies per methodos vulgares 
| „ ws 
FAX Tom go; 2477 7207 T Xe 
Sed quantitas A ex ZEquatione Fluxionali non determinatur. Quod fi 


Zquationis 7* 5 S- M, capiatur Fluxio habebitur 27* y y=—2 555 


vel dividendo & tranſponendo 2 yy o. Ponamus jam eſſe A 
k crit 
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erit y, & y=nn=z Ax"—=?, quibus ſubſtitutis, prodit 
mn = A - AN o; ubi patet indicem 2 —2 non comparari 
poſſe cum indice #3 & proinde nullam Radicem illà methodo erui 
poſſe. Attamen ponendo Coefficientem an — no, habebitur x =o, 
& „i; adeoque potcſt A vel Ax eſſe primus Terminus Seriei, uti 
prius invenimus. 2 | 

Prior Series dat Sinum, & poſterior Coſinum ex dato Arcu x. Eſtque 
Coefficiens A in poſteriore æqualis Radio r. Etenim five ponas y pro 


Sinu vel Coſinu, ſemper incides in Zquationem 7* y* =7* —y*, quæ 
nulla Radice explicabilis eſt præter duas jam exhibitas, Ex hoc autem 
Exemplo notare licet formam Seriei ſemper determinatam eſſe ex Xqua- 
tione, etiamſi Coefficientes non determinentur. Et ubi Coefficiens cu- 
juſvis Termini non determinatur, index ipſius x in eodem ſemper in- 


venietur ponendo membrum aliquod Æquationis reſultantis æquale nihi- 


lo. Ubi vero Coefficiens Termini determinatur, index ipſius x in eo- 
dem invenitur per comparationem duorum indicum in ZEquatione re- 
ſultante, idque per regulas Newton. 


Reſolvenda ſit Æquatio „Ta. J—=xy—x* y=0, ubi x fluit uni- 
formiter, & unitas ſcribitur pro ejus Fluxione. Finge y= A x” proxime, 
eritque y Ax, y =73=3 A: quibus ſubſtitutis in Zquati. 
one reſultat 37—3z AXN t A - AN O. Pone jam Coefficientem 


u1—1=0, & prodibit o, vel y=1 : hi valores ſubſtituti pro x 
in Æquatione, exhibent 


OX Axu*ÞagaAx* S , & 
OX Ax— Q Ax O 3 
quumque in utroque caſu evaneſcat membrum in quo x eſt minima- 


rum dimenſionum, concludo eſſe © vel 1, indicem ipſius x in primo 
Termino Seriei quæ convergit eo citius quo minor eſt x: adeoque uſur- 


pare licet 
y SATB iC T Dx + &c. 
vel YS Ax BX +Cx* Dx? &c. 

In Zquatione reſultante »n»—» A . a Ax" o, pone nunc 
Coefficientem aa -n eo; eritque a: ſcribe igitur a, & — 4 
pro n, & prodibit 
r ＋ o YAx*=0 
aa Ta AX = O AX . 

In utroque igitur caſu evaneſcit membrum in quo eſt maximarum di. 
menſionum; eaque propter eritque a vel — 4 index primi Termini 
Seriei eo citius convergentis quo major eft x, Nam aſſumere licet 
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84. Summatio Serierum. 
5 As- TBC. Das b &c. 
vel y = Ax=*-þ Bx==2-þ- Cxmi=4 4 Dxmi—s A- &c. 


Harum quatuor Serierum coefficientes determinate dant valores Radi- 
cis fequentes 


O—aa ,  , 4—4a,  , 10142 26034 
AS 1.2 + 3.4 Bx? + 5.0 Cx ＋ 7.8 Dx! ＋ &c. 
1—aa 9—44 23—44 49——aga 
Ax+ 7.7 Ax ＋ par Bx A 5 C Dx +8&c. 
* * ener 8 


A a. A A B . c a+6-a+7 D 
** . 8.4＋7＋＋ * 742 — 1 2.4+3 "1 tae I'0.a+4 s ay 


Duz priores attinent ad multiplicationem aut diviſionem Arcus eircu- 
laris. Poſteriores vero ſpectant ad aream Hyperbole. Et hæc Exem- 
pla ſufficiant ad illuſtrandam regulam hic adductam pro determinando 
indice. Ea deducitur ex Propoſitione quinta : atque per eandem & re- 
gulas Newteni, extractio radicum in Seriebus infinitis ad umbilicum per- 
ducitur, uti quivis facile percipiet qui mediocriter verſatus eſt in iis quæ 
hac de re Authores hactenus protulere. Etenim facile demonftrabitur 
A quationem non admittere Seriem pro Radice quæ hac methodo non 
eruitur. Sed hic non loquor de Seriebus quæ conflantur ex Terminis 
in quibus indeterminata x habet indices indeterminatos. 
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[nterpolatione Seriernm. 


T recta quævis poſitione a PQ, ſuper quam eri- 
gantur Ordinatæ quotcunque A, B, C, D, &c. fibi 
mutuo parallelæ, & æqualibus inte rvallis ab invicem 
diſtantes: deſignent autem hæ Ordinatæ Terminos Se- 
riei regularis, continue increſcentes vel decreſcentes, & 

| codem ſigno affectos; atque una eademque Cu. va tranſi- 
bit per extremitates omnium; quæ quidem determinabitur ex data 
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Fquatione ad Seriem, id eſt, ex data Aquatione g generaliter expri- 


mente relationem inter duas vel plures Ordinatas quaſyis ſucceſſivas, 8 
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86 Interpolatio Serierum. 


Si ex data Æquatione illa differentiali erui poſſit ZEquatio hujus 
Curve Algebraica, utpote que definit relationem inter Abſciſſas & 
Ordinatas correſpondentes, habebitur Ordinata quæcunque ex data ejus 
Abſcifſi per reſolutionem Æquationum affectarum, adeoque Interpola- 
tio Seriei abſoluta; quæ utique conſiſtit in aſſignatione cujuſlibet Ter- 
mini primarii vel intermedii ex dato ejus loco in Serie. Ubi vero 
Equatio Curve Algebraica nequit inveniri, id quod plerumque fit, 
nihil ulterius ſperandum eſt quam exhibere valorem Termini cujuſlibet 
quæſiti per Seriem convergentem, vel forte per Quadraturam Cur- 
varum. ä 

Hic autem loquor de Terminis æquidiſtantibus, quorum quippe rela- 
tiones prodeunt ſcribendo numeros x:quidificrentes ſucceſſive pro Ab- 
ſciſſa z in Æquatione differentiali Seriem defniente. Nam intervallum 
commune Ordinatarum ſuper Abſciſſam conſiſtentium, proportionale eſt 
incremento invariabili indeterminate 2. 


PROPOSITIO XVI. 


$! idem ſit intervallum commune Terminorum primario- 
rum E intermediorum, & detur unus ex mterme- 


diis, dabuntur omnes ex data AMquatioue ad pri- 
martss, 


In figuri ſuperiore deſignent A, B, C, D, &c. Terminos primarios, 
& a, b, c, d, &c. intermedios; ſintque intervalla primariorum AB, BC, 


CD, &c. æqualia intervallis intermediorum ab, bc, cd, & c. quodque cui— 


que. Dico omnes intermedios dari ex dato eorum quovis uno & fi- 
mul Æquatione differentiali definiente relationem primariorum. 
Etenim Æquatio que aſſignat relationem primariorum definit Cur- 


vam tranſeuntem per eorum extremitates; & Æquatio quæ definit re- 


lationem intermediorum definit etiam Curvam tranſeuntem per illorum 
extremitates. Sed per definitionem primariorum & intermediorum 


eadem Curva tranſit per amborum extremitates; quare cadem ZEqua- 


tio que definit Curvam, definiet relationem Terminorum in utraque 
Serie, Et illa /Equatio, datur ex hypotheſi; adeoque datur lex con- 
tinuandi intermedios, qui itaque omnes dabuntur ex dato quovis uno, 


Q. E. D. 


Corollarium. Si in ÆEquatione quivis differentiali exprimente relati- 
onem primariorum A, B, C, D, &c. valores ſucceſſivi Abſciſſe 2 ſint 
—PA, PB, PC, PD, &c. exiſtente puncto quovis P principio Abſciſſæ: 

tum 
2 
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tum habebuntur relationes intermediorum ſcribendo pro z ſucceſſive P, 
Pb, Pc, Pd, &c. in eadem Æquatione. Nam Æquatio differentialis ge- 
neraliter exprimit relationem inter duas quaſcunque Ordinatas ad certam 
diſtantiam ab invicem ſitas, five ex cadant in Serie primariarum five in 
ea intermediarum. 


EXEMPLUM I. 


In ptogreſſione Terminorum Geometrica 1, x, **, x*, x*, &c. i 


Termini in medio conſiſtentes inter primarios ſint 4, &, , d, e, &c. erit 
Da, (bx, d cx, da, &c. quorum utique eadem eſt relatio ac 
primariorum. 


EXEMPLUM II. 


Si Termini primarii ſint 1, 1, 2, 6, 24, 120, 720, &c. quorum relati- 
ones ſunt B = A, C=2B, D=3C, E=4D, &c. & Terminus directe 
in medio confiitens inter duos primos 1 & 1 ſit a; reliqui dabun- 
tur per FEquationes "YT ON 8 3 1 &c. hi ut Ot 
ur Þ q ry Tra dro” Tha © Sew” Wl Phat Wat how pore 
conſiſtunt in medio inter duos quoſque primarios, ab iiſdem hinc inde 
æqualiter diſtances. | | 

Si vero a deſignet Terminum inter primum & ſecundum, cujus 


diſtantia a primo eſt tertia pars intervalli communis; pone = >a, 


IO I 
- 3 b, d c, e TM. d, &c. atque a, b, c, d, e, &c. erunt inter- 


medii quorum quiſque diſtat tertia parte intervalli communis a prima- 


rio ipſum antecedente, vel dvabus tertiis partibus ejuſdem intervalli a 
primario ipſum immediate conſequente. Conſtat igitur relationem in- 
termediorum dari ex Interpolatione relationis primariorum: & ea ſem-— 
per eſt interpolabilis, quoniam aſſignatur per Æquationem ad Seriem. 


EX EMPLU M III. 


E | "own 
Proponatur Series 1, =, =, 76, 1287 &c. quæ producitur per mul- 


4 i FFF 
tiplicationem continuam numerorum 2, 7, ©, © &c. & ſit a Ter- 


| e 
minus in medio inter primum & ſecundum, atque ponatur "= a, 
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Si ex data Æquatione illa differential erui poſſit ZEquatio hujus 
Curve Algebraica, utpote que definit relationem inter Abſciſſas & 
Ordinatas correſpondentes, habebitur Ordinata quæcunque ex data ejus 
Abſciſſa per reſolutionem Aquationum affectarum, adeoque Interpola- 
tio Seriei abſoluta; quæ utique conſiſtit in aſſignatione cujuſlibet Ter- 
mini primarii vel intermedii ex dato ejus loco in Serie. Ubi vero 
Zquatio Curve Algebraica nequit inveniri, id quod plerumque fit, 
nihil ulterius ſperandum eſt quam exhibere valorem Termini cujuſlibet 
quæſiti per Seriem convergentem, vel forte per Quadraturam Cur- 
varum. 

Hic autem loquor de Terminis æquidiſtantibus, quorum quippe rela- 
tiones prodeunt ſcribendo numeros æquidifferentes ſucceſſive pro Ab- 
ſciſſa z in ÆAquatione differentiali Seriem definiente. Nam intervallum 
commune Ordinatarum ſuper A bſciſſam conſiſtentium, proportionale eſt 
incremento invariabili indeterminate z. 


PROPOSITIO XVI. 


$! idem ſit intervallum commune Ter minorum primario- 
rum E mtermediurum, & detur unus ex interme- 
diis, dabuntur omnes ex data AMaquatioue ad pri- 
marios. 
In figuri ſuperiore deſignent A, B, C, D, &c. Terminos primarios, 
& a, b, c, d, &c. intermedios; ſintque inter valla primariorum AB, BC, 


CD, &c. æqualia intervallis intermediorum ab, bc, cd, & c. quodque cui- 
que. Dico omnes intermedios dari ex dato eorum quovis uno & ſi— 


mul Æquatione differentiali definiente relationem primariorum. 


Etenim A*quatio quæ aſſignat relationem primariorum definit Cur- 
vam tranſeuntem per eorum extremitates; & ZEquatio quæ definit re- 
lationem intermediorum definit etiam Curvam tranſeuntem per illorum 
extremitates. Sed per definitionem primariorum & intermediorum 
eadem Curva tranſit per amborum extremitates; quare cadem Æqua— 
tio que definit Curvam, definiet relationem "Ferminorum in utraque 
Serie, Et illa /Equatio, datur ex hypotheſi; adcoque datur lex con- 
tinuandi intermedios, qui itaque omnes dabuntur ex dato quovis uno. 


QE. D. 


Corollarium. Si in Æquatione quavis differentiali exprimente relati- 
onem primariorum A, B, C, D, &c. valores ſucceſſivi Abſciſſæ 2 ſint 
—PA, PB, PC, PD, &c. exiſtente puncto quovis P principio Abſciſſæ: 


tum 


2 
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tum habebuntur relationes intermediorum ſcribendo pro z ſucceſſive Pa, 
Pô, Pc, Pd, &c. in eadem Aquatione. Nam Æquatio differentialis ge- 
neraliter exprimit relationem inter duas quaſcunque Ordinatas ad certam 
diſtantiam ab invicem ſitas, five ex cadant in Serie primariarum ſive in 
ea intermediarum. 


EXEMPLUM I. 


In progreſſione Terminorum Geometrica 1, x, X, x*, x*, &c. {i 


Termini in medio conſiſtentes inter primarios ſint 2, &, , d, e, &c. erit 
b=2%, (=bx, d cx, Sd, &c. quorum utique eadem eſt relatio ac 
primariorum, 


ExXEMPLUM II. 


Si Termini primarit ſint 1, 1, 2, 6, 24, 120, 720, &c. quorum relati- 


ones ſunt BSA, C=2B, D=3C, E=4D, &c. & Terminus directe 


in medio conſiſtens inter duos primos 1 & 1 fit a; reliqui dabun- 


5 / 


PR ; 3 9 ; 
tur per Æquationes b —= 2 4, => b, d== 2 d, &c. hi utpote 


conſiſtunt in medio inter duos quoſque primarios, ab iiſdem hinc inde 


æqualiter diſtances. | 
Si vero a deſignet Terminum inter primum & ſecundum, cujus 


diſtantia a primo eſt tertia pars infervalli communis; pone =, 


6 
— 2 b, TIES "PO | == d, &c. atque a, b, c, d, e, &c. erunt inter- 
medii quorum quiſque diſtat tertia parte intervalli communis a prima- 
rio ipſum antecedente, ve! dvabus tertiis partibus ejuſdem intervalli a 
primario ipſum immediate conſequente. : Conſtat igitur relationem in- 
termediorum dari ex Interpolatione relationis primariorum : & ea ſem— 
per eſt inter polabilis, quoniam aſſignatur per A£quationem ad Seriem. 


EXEMPLUM III. 


F 3 
Proponatur Series I, , , =» 7779 &c. que producttur per mul- 


| E 
tiplicationem continuam numerorum 2, =, ©, © & c. & ſit a Ter- 
2 


minus in medio inter primum & ſecundum, atque ponatur 7 a, 
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6 8 | £ OTE 
c= =b, d= c, e==— d, &c. tum erunt 5, c, d, e, &c, reliqui inter- 


medi qui conſiſtunt in medio inter duos quoſque primarios. 


SCHOLION. 


Si Æquatio ad Seriem involvat tres Terminos, debent dari duo; & 
tres ſi involvat quatuor, & fic porro, ut habeantur reliqui intermedii. 


i; Hujus autem generis eft Propoſitio New79ni ſeptima in Tractatu de qua- 
jo dratura Curvarum, que tamen non tantum obtinet in Curvis ſed & in 
8 Serie quacunque. Atque uſui venit hoc Theorema quotieſcunque quæ- 
[I ritur Terminus intermedius qui conſiſtit prope initium Seriei: eo enim 
* in caſu ejus valor proveniet in Serie lentiſſime convergente; quare pri- 
| mo quærendus eſt reſpectivus intermedius fatis remotus a principio, 
[| cujus utique valor prodibit in Serie cito approximante: dein ex hoc 
9 dato regrediendum eſt ad illum primo propoſitum per relationes Ter- 
N ainorum, ut in hac Propoſitione. 

15 

by 

N PROP⁰BOSITIO XVII. 

1 

My 

. Ons Series eſt inier polabilis, cijjus Ter mini conſtant ex 
* 

j fattoribus interpolabilibus. 


= 


Sit AxaXa, BX BS, CXirxy, Dxixd, &c. Series cujus Ter- 
mini conflantur ex tribus factoribus: dico eam effe terrolifiews, ſt 
interpolabiles ſint tres factorum Series, ſcilicet A, B, C, D, &c. a, b, 
c, A, &xc. & *. 8, 7, 0, &C. 

Quoniam enim Fermini intermedit in Serie compoſita, eodem modo 
formantur ex intermediis correſpondentibus in Seriebus ſimplicibus, ac 
primarii ex primariis ; iidem invenientur ducendo reſpectivos interme- 
dios Serierum ſimplicium in, ſe mutuo. Ut fi T fit Terminus inter 
B & C, f reſpectivus inter & c, atque x reſpectivus inter g & yz 
tum Terminus „ in Serie compoſita, ſcilicet is inter B 
XN & Exe XA. erit factum ſub illis tribus, nempe TXT. Et fi 
lures vel pauciores ſint factores, imiliter demonſtrabitur Propoſitio. 

. 
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Corollarium. Hinc in Serie intcrpolanda, ſi duæ vel plures Series facto- 
rum ſint accurate interpolabiles, poſſunt rejici ex computo: dein reliquæ 
ſunt interpolandæ per methodos poſtea tradendas. Nam interpolatio non 
eſt temere ſuſcipienda ; fed ante exordium operis inquirendum eſt quæ- 
nam fit Series ſimpliciſſima ex cujus intercalatione pendet ea Seriei pro- 
% polite. 
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ſitæ. Atque hæc præparatio eſt magna ex parte omnino neceſſaria, 
ut deveniamus ad concluſiones concinnas & elegantes. 


EX EMPLUM I. 


SE MO 


— — 


x*, * 
40 112 1152 


mum reſolvo eandem in tres Series factorum ſimplicium ad modum 
ſequentem 


1 I 
Si Series intercalanda ſit 1, F *. x*, &c. pri- 


, , Mc. 
I I I I 
5 2 PR 1 &c. 
3 5 7 9 
„„ i 
Cv» SOT | i +. bs E 


& harum trium Serierum palam eſt duas primas eſſe interpolabiles, non 
item tertiam; quæ tamen quum fit ſimplicior, facilius interpolabitur 
quam ea quæ proponitur. Ut fi deſideretur is in medio inter ſecun— 
dum & tertium Seriei compoſitæ; patet correſpondentes Ter minos in 


f 5 1 1 2 
prima & ſecunda Serierum ſimplicium eſſe x & 4 reſpective: in ter- 


tia Terminus correſpondens appelletur T, dein factum ſub hiſce tri- 


bus x*, 7 & T, ſive 7 T xxx erit is qui deſideratur. Adeoque 


Interpolatio Seriei compoſitæ reducitur ad Interpolationem Seriei ſim— 
plicioris. 


EXE MPLUM II. 


* 
Si detur Series hujuſmodi 1, 24. gh B, ts 4. C 12 D, Ke. 
F 
interpolare licet Series Numeratorum & Denominatorum ſcorſim, hoc 
eſt, Series | | 
IL, fg Ennio: . 


I, P, FP. PAT P. PI. 25 &c. 


Deinde Terminus quilibet in Serie Numeratorum diviſus per reſpecti— 
vum in e Denominatorum, dabit correſpondentem in Serie propoſitä. 
Si differentia inter » & p ſit numerus parvus, non opus eſt hujus ar- 
tificii Cæterum quando prædicta differentia eſt magna, neceſſe eſt 


interpolare Numeratores & Denominatores ſeorſim. | 
Aa SchoLtoN. 
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SCHOLION. 


Hue etiam referri debent plurimæ hujuſmodi præparationes. Ex- 
empli gratia, ſi Seriei 
e. , d c, , &; A, By , D, E, Ke. 
hinc inde excurrentis in infinitum deſideretur Terminus in medio in- 
ter duos medios primarios a & A. Duc Terminos primarios æqua-— 


liter a medio diſtantes in ſe mutuo; hoc eſt, A in a, B in 6, &c. 


& componetur nova Series utrinque excurrens in infinitum 
&c. Dad, Cc, Bb, Aa, Aa, Bb, Ce, Da, &c. 
cujus Termini a medio æqualiter hinc inde remoti ſunt inter ſe æquales: 
& cujus Terminus in medio inter Aa& Aa erit quadratum Termini 
queiiti qui conſiſtit in medio inter a & A in Serie prius propoſita. 
Igitur Terminus ille quæſitus erui poſſit per interpolationem alterutrius 
Seriei. 
Notandum eſt Terminum deſideratum conſiſtere poſſe in diverſis 
Seriebus, & ex ea conſideratione facilius nonnunquam inveniri. Ut fi 


Terminus quilibet quæſitus lateat in medio inter primum & ſecundum in 
utravis Serierum ſequentium 


I, r, r. TI, r. ITI. r 2, &c. 
„E., . &c 
Pi ii 
Tum ducendo Terminos reſpectivos in ſe mutuo producetur nova Se- 


ries 
7 r +1 1 2 1 +4 2 
I, —A, d CES B, —— C, — D, &c. 
F 
inter cujus Terminum primum & ſecundum is qui medium locum te- 
net, æqualis eſt quadrato ejus primo propoſiti. 
Nonnunquam etiam interpolatio proſpere ſuecedet per Logarithmos, 
ræſertim ſi Terminorum permagnæ ſint differentiæ. Sed hæc & 
milia addiſcenda ſunt experientia, Nam ſicuti in Algebra vulgari 
tota ars Analyſtz non conſiſtit in reſolutione Æquationum affectarum, 
ſed in perducendo Problemata ad eaſdem; ita etiam in hac Analyſi, 
minus ſolertiz requiritur ad reſolutionem Æquationum differentialium 
aut interpolationem Serierum; in inveniendis enim Seriebus que deter- 


minant quantitates incognitas, quæque idonez ſint inter polationi, con- 
ſiſtit Ionge major difficultas. 


15 
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PROPOSITIO XVIII. 


Termini duarum Ferierum formentur ducendo in ſe con- 
true Frattiones quarum Numeratores & Denomina- 
torès mcreſcant perpetua addition unitatis, & ſi 1idem 
int Numeratores in utraque; Dico Termiuum unius 
cujus dliſtantia ab initio eſt diſterentia fatlorum in altera 
equalem eſſe Termino hujus cujus diſtantia ab initio eſt 
diſferentia fattorum in illa Serie, modo primi Termini 
ſibi invdicem æqueutur. 


Sint duæ Series quarum primi Termini A & à ſibi mutuo æquentur 


r r 4-1 rÞ2 r 4-3 
B= = A, C=— B, D - C, E=— d, &c. 

7 „F000 

85 5, 4 28 "X34, &c. 


TEES, 25 „% „ Fe. 
7 SCF 


& in quibus iidem ſunt Numeratores, dico Terminum prioris cujus di- 
ſtantia ab initio æqualis eſt differentiæ factorum in poſteriore, nempe 
q—7, æqualem eſſe Termino poſterioris, cujus diſtantia ab initio eſt 
P—7, ſcilicet differentiz factorum in Serie priore. Et notandum, ubi 
PD —r vel q—r eſt quantitas negativa, Terminos de quibus agitur 
conſiſtere ante primos hiſce intervallis. | 

Aſſumamus Terminum quemlibet Seriei prioris, verbi gratia ſepti- 
mum, poſita A=1, ſcilicet 


ro ret rdo2 rg r+4 r+5 
SIX XX M X, &c. 

SNN KT pe, 
Et primo fi fit ? o, five p=r; erit TI eb, pp2=r+2, 
&c. adeoque omnes Numeratores & Denominatores ſeſe mutuo deſtru- 
unt, & reſtat Gu. 

Si fit p—r=1, erit F r I; & inde r rz, P-, 
&c. quo in caſu evaneſcent omnes Numeratores præter primum, 

r 


% 


Denominatores omnes præter ultimum; exiſtente G 1X; I vel 


G=1X 77 propter p- 5 æqualem r +6, 
Si 


”F 


Py + - 
— < * — - 
OY CI " 
+ 


"I 


4 "ES 


be — 1 
1 * 3 - Sa 
* N * 
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Si fit f—r=2, vel z=7-þ2; erit TPI rg, p2=7r4-4, &c. 


& nunc evaneſcent Numeratores omnes przter duos primos, & omnes 


7. „1 


Benominatores præter duos ultimos, manente G IX * —— 
F ; PAC“ 


7 71 
vel G=1 X 76 22 Propter fo 4=7-6, & fo+;=r+;. 


Et ſimiliter fi fit p—r=3, vel p=r+33 evaneſcent Numerato- 
res omnes præter tres primos, & Denominatores omnes præter tres 


r * 1 
ultimos : & in illo caſu erit G 1X IG 5 x. Atque u- 


niverſaliter in valore Termini G, tot ſemper erunt Numeratores toti- 
demque Denominatores quot ſunt unitates in P r, ut in Tabula ſe- 
quente 


7 =O, = I, 


* 
27 — =I, G=1 X “- 


8 Tu rr rÞ2 3 
P—I=4, G=1X TG Xo Xs ye 


Adeoque fi ponatur “, five q—7=6; Terminus hujus Se- 
11 


riei 1, 75. 74 B, &c. cujus intervallum ab initio ll r five 6, 


3 


a, —— , &c. cujus intervallum ab 
n 


initio eſt -r. Et codem modo manifeſta erit Propoſitio in aliis ca- 
ſibus. Q. E. D. | 


zqualis eſt Termino hujus 1, 


Corollarium. Hinc ſi differentia factorum & 7 non fit permagna, 
Terminus Seriei prioris utcunque longe remotus ab initio ſemper deter- 
minabitur per Terminum in Serie poſteriore qui parum diſtat a prin- 
cipio. Ut Exemplis ſequentibus patebit. 


EXEMPLUM 
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ExXEMPLUM I. 


Sit 3, P;, q=10; & hiſce valoribus ſubſtitutis, evadent 
duæ Series 


3 3.4 3-4-5 3.4.5.6 
70 5 *- 5.0" 3.6.7 5.0.7.0" Ke. 1 
133 2 142 * 


io? 10.11” 10.11.12 10.11.12.13” 


Eſt vero quwr=7, p—r=2; adcoque Terminus in priore cujus 
intervallum ab initio eſt 7, æqualis erit Termino in poſteriore, cujus 
intervallum ab initio eſt 2; ſive quod idem eſt, octavus Terminus Se- 
2507 æqualis eſt tertio poſterioris — Et no- 
tandum eſt ubi differentia inter ? & r eft numerus integer, tum Ter- 
minum quemvis Seriei prioris ſemper æquari primario alicui in poſte- 
riore. 


riei prioris 


ExXEMPLVUM II. 


3 n 2 $ 4 
Sit prior Series 1, — A, 4 B, 7 E. 7 D, &c. & quoniam factorum 
incrementum eſt binarius, divide Numeratores & Denominatores per 
Te 1 . I 2 | 11 
binarium; & prodibit Series 1, A. Er B- — — C, &c. ubi jam in- 


* 


crementum factorum eſt ufitas ; & per conſequens hæc Series compa- 
. I ; 
rari poſſit cum illà in Theoremate, prodeuntibus , P==>: Sit 


etiam intervallum inter primum Terminum Seriei & quemvis alium 5 
& erit m=q—7r, vel m=q—1, atque 2 = π I; quo ſubſtituto e- 
vadet Series poſterior 

a2 25 3c 44 


1. 1 | e owns &c. 
ni! m2 ng? mee 
. 


cujus Terminus ab initio remotus intervallo p , five — , zqualis 


erit Termino prioris cujus intervallum ab initio eſt quantitas quæcun- 
que . Hoc eſt, Terminus prioris utcunque longe remotus a princi- 
pio, ſcilicet diſtantia utcunque magni n ſemper æquabitur Termino 


poſterioris, qui conſiſtit ante primum dimidio intervalli On. 
B b el 
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3 


Vel ſi ſumatur Series 1, —A, 4 B, 2 . . &c. cujus Ter— 


5 1 : : ; I 
mini ſunt reciproci ejus de qui nunc egimus, erit 7 = — þ=1; & ſi 


n ſit inter vallum inter Terminum primum & quemvis alium, erit 

I I i 
mr, vel * = —＋, ac 7 * & polterior Series e vadet 
a 2b ge 7d 


1 — — —— en e aaa — — 
n 2-1 211-3? 271, 1-5? 2 - 


&c. 


1 


In qua Terminus ab initio remotus diſtantia Lb" five = id eſt, 


Terminus in medio inter primum & ſecundum, æqualis erit Termino 
cuicunque prioris cujus diſtantia ab initio eſt quantitas qua libet . Ut 
ſi deſideretur Terminus Serici milleſimus primus, cujus utique interval— 
lum ab initio eſt mille, erit == 1000, & Terminus Serici 


a 2b > 7d 
* 2001? 2002? 2005? 2007? 


&c. 


qui conſiſtit iu medio inter primum 1 & ſecundum 


æqualis erit 


milleſimo primo Termino hujus 1, A, 2 B, -- E. o, &c. Cujus 


4 


etiam Termini intermedu eodem modo inveniuntur; nam fi pro m ſcri- 
I 


batur 9992 proveniet Series 
a 20 Ec 7d 8 
2000“ 20025 2004 2006 e. 
cujus Terminus in medio inter primum & ſecundum, æqualis eſt Ter— 
. F 3 3 5 - 
mino hujus Seriei 1, 7 * - B, 5 O. D, &c. qui conſiſtit in me- 
dio inter mille ſimum & milleſſimum primum. 


EXEMPLU M III. 


() 


. 2 8 
Si quæratur Terminus hujus Seriei 1, 5 2 B, — C, — 5 D, &c. 
| 4 


we 


cujus intervallum a principio fit quantitas quælibet n: N80 divide 
Numeratores & Den ommatores per incrementum ipſorum commune 3, 


2 | 5 : 2 I 
& evadet Series I, — 4, B, &c. adeoque erit 7 ==, £ ==, q — 


3 E 3 3 


* a 


5 
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2 8 2 : ; 
F=04 * n; & inde 4 == A 7 : unde Series poſterior evadet 


5b 8 114 


20 6 & 
bt ES ST lbs. Fe 
3m 2“ gm-l=g* 3% &'“ 3% 1 
* . . * * . * 1 * 
cujus Terminus ab initio diſtans intervallo f x, five — 3 id eſt, 


Terminus qui conſiſtit ante primum tertià parte intervalli communis, 
æquaſis eſt Termino Seriei prioris, qui diſtat a principio, intervallo quan- 
tumvis magno n. 


De Onantitatum Diſſerentits, 


Sit a, b, c, d, e, Series quotcunque quantitatum, & ſi priores aufe- 
rantur de poſterioribus, manebunt Ditferentiæ primæ -, , 
de, e—d: dein ſi harum Differentiarum priores ſimiliter auferantur 
de poſterioribus, relinquentur Differentiæ ſecundæ - 2 a, 4 
2 cb, e—2dd-c; quarum rurſus Differentiæ conſtituunt Differentias 
tertias J 3c 435 - 4, e—3 d -3c—b, quantitatum a, b, c, d, e. 
Et ſic porro proceditur uſque dum perventum fuerit ad ultimam Diffe- 
rentiam ut in Tabula ſequente. 


Im 


— — 
1 — — 7 77 — — 
— 
1 


3tiæ 


7 7 


— DINOY — —3 4-3 — — Ny bar «oc 
Co ——jd c- —e—1d ＋ 64 — 4+ 
—4.— —3 13 mb 
2 8 24—— N 5 
——4 


2 ——— 


3 — —— 


Sit 1 =» binomium in quo unciæ t, —1 exdem ſint ac Coeffi- 
cientes in Differentiis primis; tum unciæ quadrati z, ſcili- 


cet Ei, — 2, i erunt Coefficientes in Ditferentiis ſecundis; item 


unciæ Cubi 1, —3, 3, —1 erunt Coefficientes in Diter. atiis ter- 


tiis: & in genere Coefficientes in quolibet ordine Differentiarum cr int 
unciz in correſpondente dignitate binomii. Atque hiſce præcogbitis, 
pergere licet per ſaltum ad quemlibet ordinem Differentiu um abique 

conſideratione intermediarum. 
Duæ quantitates habent Differentiam primam, tres habent lecundam, 
quatuor tertiam 3 nec ulteriores habere poſſunt. Sed nonnanquam 5 
| CIT 
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cidit quendam ordinem Differentiarum conſtituere progreſſionem æqua- 
lium, quo in caſu ulteriores Differentiz non habentur, utcunque mag- 
nus fit quantitatum numerus. Sic in progreſſione arithmetica æquan- 
tur differentiæ prime, adeoque non dantur ſecundæ. Et in Serie qua- 
dratorum 1, 4, 9, 16, 25, &c. quorum radices ſunt æquidifferentes, 
differentiæ prime 3, 5, 7, 9, &c. ſunt in progreſſione arithmetica, ſe- 
cunde ſunt æquales, cique de cauſa tertiæ ſunt nihil. Sic etiam in 
Serie cuborum 1, 8, 27, 64, 125, 216, &c, Differentiz prime ſunt 7, 
19, 37, 61, g1, &c. ſecundæ 12, 18, 24, 30, &c. tertiæ 6, 6, 6, &c. 
utique æquales; adeoque quartæ nihil. | 

Et univerſaliter ſint A, B, C, D, E, quantitates quotcunque datæ, 
2 vero variabilis, tum in expreſſione A Bz-Cz2* DZ +E 2+ 
ſcribe numeros quoſvis æquidifferentes ſucceſſive pro zz & quantita- 
tum provenientium ultimæ Differentiæ determinabuntur per altiſſimam 
dignitatem 24, nulli ratione habità ad inferiores. Sic in hoc caſu quar- 
ta differentia eſt ultima, propterea quod quarta poteſtas z* fit hic al- 
tiſſima. 

Sæpiſſime differentiæ conſtituunt Seriem convergentem in caſibus 
quando non abrumpunt. Ut ſi a, b, c, d, e, &c. ſint fere inter ſe æ- 
guales, earumque Differentiæ prime b—a, c-, 4 -c, e—d, &c. 
etiam ſibi mutuo fere æquales, atque etiam ſecundæ ſimiliter & ſequentes 
ſibi mutuo quamproxime æquales, tum a, -c, c —-2b--a, d—3 + 
35-2, &c. conſtituent Seriem convergentem. Item differentiæ Ter- 
minorum quorum relatio definitur Æquatione 


TX SITA ILIE = &.=T x2 +c2'=1 + d)=2+& 


ſumptæ ad modum præcedentem conficient Seriem convergentem. Sed 


non expectandum eſt Pifferentias quantitatum quarumcumque vel con- 
vergere vel abrumpere. Hoc tantum accidir in 1is quantitatibus quæ 
increſcunt aut decreſcunt accurate vel quamproxime eadem celeritate 
ac certæ quædam dignitates numerorum æquidifferentium. 


De Deſcriptione Curvarum per data puncla. 

 Newlonus in Epiſtola ad Oldenburgun Anno 1676 dati, poſtquam 
monſtraverat artificium evitandi Series nimium complexas in quadratura 
Curvarum trinomialium; inquit, “ Sed hæc minoris facio, quod ubi 
<« Series ſimplices non ſunt ſatis tractabiles, aliam nondum communi— 
catam methodum habeo, qui pro libitu acceditur ad quæſitum. 
Ejus fundamentum eſt commoda, expedita, generalis ſolutio hujus 
„ Problematis, Cus vam Geometricam deſcribere, que per data quotcunque 
punta tranſit, Docuit Euclides deſcriptionem Circuli per tria pun- 
cta. Poteſt etiam Sectio Conica deſcribi per quinque data puncta: 
5 cc & 
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« & Curva trium dimenſionum per ſeptem data puncta; (adeo ut in 
« poteſtate habeam deſcriptionem omnium Curvarum iſtius ordinis, quæ 
* per ſeptem tantum puncta determinantur.) Hæc ſtatim Geometrice 
« fiunt nullo calculo interpoſito. Sed ſuperius Problema eſt alterius 
« generis: & quamvis prima fronte intractabile videatur; tamen res 
& aliter ſe habet. Eſt enim fere ex pulcherrimis quæ ſolvere deſi- 
“% derem. | | 
Newtonus in Propoſitione ſexageſimi Arithmetice Univerſalis, docet 
deſcriptionem Parabolæ Conicæ per quatuor puncta: vel potius docet 
methodum inveniendi Æquationem ad Parabolam quæ tranſibit per 
quatuor data puncta. Et eadem methodo deſcribere licet Lineam 
tertii ordinis per novem puncta, & Lineam quarti per quatuordecem. 


Et fic in reliquis. Sed noſtrum inſtitutum non requirit ſolutionem 


adeo generalem; ſufficit enim deſcribere figuram Parabolicam per ex- 
tremitates quotcunque ordinatarum quæ ſunt ſibi mutuo, & etiam Axi 
Curve parallelæ. Sed neque deſcriptio Curvæ organica motu angu- 
lorum, aut alio quovis modo, ad præſens propoſitum conducit: eodem 
res redic five Curva actu deſcribatur, five deſcripta concipiatur. Curve 
enim hic nullatenus ſunt neceſſariæ, niſi quatenus adjumento ſunt in- 
tellectui in rite concipiendo Problemate. Etenim deſcriptio Parabolæ 
per data puncta, idem eſt omnino Problema ac aſſignatio quantitatum 


ex datis ipſarum Differentiis; quæ per Algebram ſolam, idque per re- 


ſolutionem Æquationum ſimplicium ſemper perficitur. 
PROPHOSITIO XIX. 


Deturn Series Ordinatarum æquidiſtantium er una tantum 


parte pergens in infinitum, & oporteat invenire Li- 


neam Parabolicam que tranſibit per extremitates om- 


Deſignent A, Ar, A2, A3, A4, &c. Ordinatas æquidiſtantes inſiſtentes 
Abſciſſæ normaliter. Collige earum differentias primas B, Br, B2, B3, &c. 
ſecundas C, Cr, C2, &c. tertias D, Dr, &c. & ſic porro. Adeo ut 
A ſit Ordinata prima, B differentia prima duarum primarum Ordina- 
tarum, C differentia ſecunda trium primarum Ordinatarum, D differen- 
tia tertia quatuor primarum & ſic deinceps. Differentiæ autem colligi 


debent auferendo priores ubique de poſterioribus; hoc eſt, ponendo 
B = AI — A, Bi=A2—An, &c. C=Br—B,: &c. & ita porroin 


reliquis; ponendo eas eſſe negativas quæ oriuntur ex ſubductione quan- 
titatis majoris de minore. 1255 | 
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— 


A M. g A3Fas4.. 45 
DB . Bt. Na. B43 Bd 
e 
D Di 2 
E Er 
F 
Hiſce præmiſſis, ſit T quævis Ordinata in genere, primaria vel in- 
termedia, cujus diſtantia a prima Ordinata A, nempe AT fit ad in- 


tervallum commune æquidiſtantium ut quantitas indeterminata z ad 
unitate m, eritque 


2— 2 2—2 * 
* 


F; 2 2—1 2—2 2—3 Noun 
KEN rn + 


&c. 


Hic eſt valor Ordinatæ cujuſvis T jacentis ad eaſdem partes Ordi- 
natæ primæ A, ad quas jacent reliquæ: quod ſi jaceret ad alteras, tum 
mutandum foret ſignum Abſciſſæ x. Etenim Abſciſſam pono affirma- 
tivam quæ ab initio tendit dextram verſus inter Ordinatas poſteriores; 
negativam vero quæ ad contrarias partes porrigitur, Propoſitio autem 


ſic demonſtratur. 
2 


— 


Concipe 
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Concipe Ordinatam T motu parallelo latam deferri ſuper Abſciſſam, 
adeo ut ſucceſſive deveniat ad loca reliquarum. Et quoniam illius 
diſtantia ab Ordinatã prima ponitur eſſe ad intervallum Ordinatarum 
commune ut z ad unitatem; erit £ ſucceſſive æqualis o, 1, 2, 3, 4, 
&c. & interea T æqualis Ordinatis A, A1, Aa, A3, &c. per vices, 
cuique in ſuo loco, Igitur ad eruendas Coefficientes A, B, C, D, &c. 
quæ efficiunt Parabolam tranſire per extremitates Ordinatarum, in Æ- 


2— 1 2 2 —1 


i 2 2 
quatione ad figuram T ABF TCFE X- DEX x 


=== ＋ &c. ſcribe Ordinatas A, Ar, Aa, Ag, &c. ſucceſſive pro T; 


& interea pro z, longitudines Abſciſſæ ordine ſequentes, id eſt, o, 1, 
2, 3, &c. atque emergent /Equationes 


A, Unde AA, 
Als AB, Al A, 
A2=A+2B+C, = "i—2A1i+A, 
A3zA+3B+3C+3D, DS. — A2+3AI—A, 
A4=A44B+6C+4D+E, EA;g—-4A3 ” A2—4AI- FA, 
&c. c. 


Quippe ex valoribus Ordinatarum A, Ar, Aa, &c. vieiſſim eruun- 
tur valores Coefficientium A, B, C, &c. Ex quibus patet Ordinatam 
primam A eſſe primam Coefficientem; item differentiam duarum pri- 
marum Ordinatarum eſſe Coefficientem ſecundam; & differentiam ſe- 
cundam primarum trium eſſe Coefficientem tertiam; & ſic in infinitum. 
Igitur valores Coefficientium in ſolutione poſiti efficiunt Parabolam tran- 


fre per extremitates Ordinatarum. Q. E. D. 
[dem alter. 


— 


2—1 


| 2 
Fingamus eſſe in genere T AB -- Fern i D — * 
12—1 2— 


* - ＋ &c. ubi A, B, C, D, &c. ſunt Coefficientes determinan · 


dz. Scribe valores variabilium conſequentes T, 2 Cl pro anteceden- 


tibus T.; & emerget T. = ALB TEC TDA 


* | Hamel 
2 * 


2 
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4- &c. de quo ſi ſubducatur valor ipſius T, habebitur 
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100 Interpolatio Serierum. 
T'—T=B+C=+ DX + &c. 
Ubi ſubſtituendo T”, T., 2＋ 1 pro T., T, 2, prodibit T“ — T' 
21 2-1 2 ne , 
B+C 22 5 r NT &c. a quo valor ipſius 7 —T ſubdu- 
ctus relinquit 


; x Z 
T'_2T+T=C+D—-+ &c. 


Et ſimiliter invenies T“ - 3T"+3T'—_zT=D+&, Deſignet jam 


T primam Ordinatam, & valor correſpondens Abſciſſæ erit nihil; quo 
ſubſtituto invenies 


AT, 

B — 7 ig — I, 

CST“ —-2T' TT, 

D = Tau 43TT, 

"GC, 2 

Hoc eſt, prima Coefficiens A æqualis eſt Ordinatæ prime T; ſecun da 
B æqualis eſt differentiæ inter duas primas Ordinatas T & T'; tertia 
C æqualis eſt differentiæ ſecundæ trium primarum Ordinatarum, T, 


T., T“; quarta C zqualis eſt differentiæ tertiæ primarum quatuor Or- 
dinatarum; & ſic porro in reliquis ut jam demonſtratum eſt. 


ExXEMPLUM I. 


Dentur quinque Ordinatæ 1, 4, 2, 3, 9, per quarum extremitates 
oportet Parabolam tranſire. Collige earum 


differentias primas 3, —2, 1, 6; ſecundas F 
— 5, 3, 3, tertias 8, 2; & ultimam — 6. 3 —2 1 6 
Dein juxta præſcripta in ſolutione Propoſiti- — 3 5 
onis, pro A, B, C, &c. ponantur Ordinata 8 4 
prima, & prima quæque differentia reſpe- - 


Wen dee ent, , . C==x; 


D=8, E=—6; at F, G, &c. erunt nihil. Hiſce autem valoribus 
ſubſtitutis, prodit Æquatio ad Parabolam 


bh SS Ek & Ek, 2=2 -, & — — 121 

TI Fr rn . 4 . a, 

F ; 12 ＋1162— 11122 T2425 022* 
quæ in ordinem reducta fit T = 2 5 22 „Ae. 
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que ad probandum opus, ſcribe o, 1, 2, 3, 4, ſucceſſive pro Abſciſſa 
z, & pro T provenient Ordinatæ quinque propoſitæ. 

Ceterum Ordinatæ poſſunt ſumi in ord ine inverſo, modo mutentur 
ſigna differentiarum in ordinibus alternis: tunc ponendum eſt A=g, 
B= —6, C=5, D=—2, E=—6; quibus ſcriptis & Æquatione 
prodeunte in ordmem redacta, tandem obtinebitur T = 
10832292! ＋-142 —324 

12 


prodibunt Ordinatæ propoſitæ in ordine inverſo. Atque hic obtinentur 
duæ Æquationes pro eadem Parabolà, quoniam Abſciſſa initium ducir 


nunc a prima, nunc ab ultimi Ordinata. 


z In qua ſi pro 2 ſubſtituantur o, 1, 2, 3, 4, 


EX EMPLUM II. 


Oporteat nunc invenire Aquationem ad Parabolam quæ tranſit per 
extremitates ſex Ordinatarum æqui— 
diſtantium 5, 3, 7, 23, 57, 115. Col 5 3 7 23 57 115 
lige earum differentias primas, reli- —2 4 16 34 58 
quaſque uſque dum perventum fuerit 6 2 18 44 
ad ultimas, ut in margine. Et inve- 8 6 
nies AgB, B=—2, C=6, D=6. | 
Quibus ſubſtitutis, oritur 


T=;—2>=+6—-X 2 u Aar W. . X 3 5 


que reducta fit F =5 —3 z|2*, Et fi pro 2 ſcribas ſucceſſive o, 
I, 2, 3, 4, 5, provenient ſex Ordinatz propoſitæ. | 
Linea recta tranſit per duo puncta, Parabola Conica per tria, Cubica 
per quatuor, Biquadratica per quinque, & fic in infinitum. Nonnun- 
quam vero accidit Curvam inferioris ordinis tranſire per plura puncta, 
ut in Exemplo noviſſimo. Ordo autem Parabolz ſemper denotatur 
r ultimum Ordinem differentiarum. Quod fi numerus Ordinatarum 
ſit infinitus, & progreſſio æqualium differentiarum non obveniat, in 
eo inquam caſu Curva erit dimenſionum infinitarum, valore ipſius T 


excurrente in Seriem infinitam. 


SCH OLION, 


In hac ſolutione poſuimus diſtantiam communem Ordinatarum eſſe 


unitatem; verum fi pro eadem uſurpaſſem quantitatem quamvis , 
prodiiſſet 
D d = 
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K ps * x 2—22 )- &, 
F inge jam Ordinatam ſecundam Ar A An, 

tertiam - A2= Ab2An+ An, 

quartam A3zA+3An+;Ar+ An, 


quintam A4 Adb4AntAnt4Anr +An, 
&c. 


Et invenies viciſſim B An, CSA, D= An, EA, &c. 
quibus valoribus ſubſtitutis pro B, C, D, E, &c. orietur 


T=A+A- TAT TATX EXT. 


Evadat jam intervallum commune 7» nihil, & A, A, A, &c. evadent 


fluxiones Ordinatz prime A, dummodo fluxio Abſciſſæ 2 ſit unitas; 3 
atque proveniet 


T=A+Az+- Az? += Az + Az*+&c. 


Igitur coincidentibus Ordinatis æquidiſtantibus, 8 in Seriem ubi 


Coefficientes Terminorum ſunt fluxiones Ordinatæ prime reſpective 
divifæ per numeros 1, 2, 6, 24, &c. qui generantur per continuam 
multiplicationem horum, 1, 2, 3, 4, &c. Et hoc primus deprehendit 
D. Taylor in Methodo Incrementorum, & poſtea Hermanus in Appendice 
ad Phoronomiam, 


Hinc fi Ordinata Curve cujuſcunque reſolvatur in Seriem hujus for- 

me A-+Bz++Cz2* + Dz* + &c. ubi exponentes Abſciſſæ 2 ſunt 
numeri integri & affirmativi; primus Terminus A eſt prima Ordinata, 
utique que tranſit per initium Abſciſſæ; primi duo A B denotant 
lineam rectam quæ tranſit per duo Curvæ puncta coincidentia, quæ- 
que proinde tangit Curvam; primi tres Termini ABZ CZ“ de- 
finiunt Parabolam Conicam que tranſit per tria Curve puncta coinci- 
dentia, quæque ea de cauſa tangit Curvam, eandemque habet Curvatu- 
ram in puncto per quod tranſit Ordinata prima; primi quatuor Ter- 
mini A+Bz+ Cz*-+D23 definiunt Parabolam Cubicam quæ tran- 
ſit per quatuor Curve puncta coeuntia, id eſt, quæ tangit Curvam, 
candemque habet Curvaturam & Variationem Curvaturæ in puncto Con- 
tactus. Denique tota Series ABz Cz? DZ &c. eſt Ordi- 
nata Parabolæ dime nſionum infinitarum que tangit Curvam, & in pun- 
cto Contactus, habet eandem Curvaturam, Variationem Curvaturæ, 


I Varia- 


tias cujuſcunque magnitudinis. 


Deſignet DEF Curuam quamvis, — 1 
cujus Abſciſſa A C decuſſat Ordina- D 5 
tas æquidiſtantes AD, BE, CF, ad 
angulos rectos. Sitque AB=2, . | 
AD =A; eritque ex ſeperioribus A TE 
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Variationem Variationis, & ſic in infinitum, ut exprimitur a Newtono 


in Propoſitione decimi Libri ſecundi Princi piorum. Vel quod eodem 


redit, tota Series eſt Ordinata Parabolæ tranſeuntis per Ordinatas Cur- 


ve æquidiſtantes, numero infinitas, & coincidentes cum 'Ordinath 
prima. | 2 
Hinc ideam habemus analogiæ quæ eft inter Methodum Differenti- 


alem & Methodum vulgarem Serierum; hæc procedit per Fluxiones 


five rationes differentiarum ultimas, illa vero generaliter per differen- 


| . FT 13 * —— 
BE=A+Az+— AZ +- AUTH Az“ + &c, ſcilicet hicce 
valor ipſius BE eſt Ordinata Curve Parabolicæ quæ coincidit cum 
altera Curva in puncto D: igitur pro Area Curve uſurpare licet Are- 


am ejuſdem Parabolæ, quz per methodum Fluxionum inverſam pro- 
, +: 8 1 * 3 a: | 
dit ABED=Az+> Az? + > AT Az*+ Fo Az + &c. 


Et eadem prorſus ratione fi BE dicatur y, exiſtente AB BCD, 
erit Area 


2 FAA 
BCF ESA YZ e i + &c. 
In qui ſi mutetur ſignum Abſciſſæ 2, obtinebitur Area BED A ne- 


gative expreſſa, ſcilicet mutando ſignum Abſciſſæ obtinetur Area jacens 
ad alteras partes Ordinatæ. Sed Area illa affirmative expreſſa evadit 


. amp — 2 12 1 0 1 7 | 
FF 


Et hæc eſt Series D. Jobannis Bernoullii exhibens Aream per Ordina- 
tam ultimam ejuſque Fluxiones expreſſam; quamque nos jam dedimus 


per Fluxiones Ordinatæ primæ. Notandum autem eſt Seriem priorem 


non extendi ad caſus in quibus Ordinata prima tangit Curvam, & Se- 
riem D. Bernoullii non extendi ad eos in quibus Ordinata ultima tan- 
git Curvam. Nam Parabola cujus Area uſurpatur pro Area Curvæ 
quadrandæ nullam Ordinatarum tangere poteſt; adeoque coincidere ne- 
quit cum altera Curvi Ordinatam ſuam tangente. Hujuſmodi enim: 
Expreſſiones pro Areis & Ordinatis Curvarum præſupponunt formam 


integri & affirmativi. 


Seriei A+Bz+Cz*-+ &c. in qui exponentes Abſciſſæ z ſunt numeri 
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PROPOSITIO XX. 


Detur Series Ordinatarum æquidliſtantium utrinque excur- 
rens in mfinitum, & oporteat invenire Lineam Para- 
bolicam que tranſi per extremmates omnium. 


Caſus primus. 


Deſignet a Ordinatam in medio omnium, ſintque a2, a4, ab, as, &c. 
ez ex una parte; & 24, 4a, 6a, 8a, & c. ex ex altera; pergente pro- 
greſſione utrinque in infinitum. Collige earum differentias primas 7B, 
5B, 3B, 1B, Br, B3, B5, B/; ſecundas 65, 45, 26, 5, b2, 54, b6; ter- 
tias 5C, 3C, 10, CI, C3, C; ; quartas 4c, 2c, c, cz, c43 & fic porro 
in reliquis, auferendo ſemper antecedentes de conſequentibus ut in Pro- 
politione ſuperiore. 


s 8 
5B 3B 38. 1B It. B3 Be By 
65 45 2b b 
e en Co © "Cs 
44 e 5 4 
3D iD Di Dz 
W.-M 
45 Bi 
e 


Sint jam a, ö, c, d, e, &c. Ordinata media & differentiæ in ordinibus al- 
ternis reſpective. Sintque 1B & BI, 1C & CI, 1D & Di, IE & Er, 
&c. duæ mediæ differentiæ in reliquis ordinibus; & ponantur B 


1B 
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1B ＋- BI, C=1C+Cr, D=1D-þD1i, E=1E4-E:, &c. Sitque 
intervallum inter Ordinatam quamvis T & mediam à ad intervallum 
commune æquidiſtantium ut z ad unitatem; eritque Ordinata 

BZT 22 
T = a+ 755 * 


2C2+z2 22— 1 


3 Tr 


SD AZE 221 22—1 


1.2 * 3.4 * 5.0 * 
4Epez2 22—122—422—9 
1.2 EE FE 5.6 * 7.8 5 


5 FTF ZZ Z22—1 ZzZ2—4 22—9. 22 — 16 
1 — 5.0 OT IT 
C, 


Ubi notandum eſt Abſciſſam z eſſe negativam quando Ordinata quæ- 
ſita T jacet ad contrarias partes Ordinatæ mediæ. 


Caſus ſecundus. 


Sint jam IA & A, Ordinatæ duæ mediæ; Ag, As, Ay, Ag, &c. 


ex ex uni parte; & 3A, 3A, 7A, 9A, &c. ez ex altera, Collige 


earum differentias primas 8a, Ga, 44, 24, a, 42, a, 46, a8; ſecundas 
7B, 5B, 3B, 1B, BI, B3, Bz, B/; tertias 66, 40, 2b, b, b2, b4, bo, &c. 
& lic deinceps; ſubducendo ubique priores de poſterioribus 


| 
, | ' 
| 


| z | 2 | if | 
oA 7A 5A 3A 1AOA1 A3T As A7 Ag 
$a 64 44.30 4 42 44 46 48 
BY. N ow , Q 
65 45 2b 5 $2" b4 6 
EF 
4 Ie c 1 
3D 1d Dt. 93 
24 „ 
1E Ei 
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Excerpe nunc differentias medias a, h, c, d, e, &c. ut & duas medias in 
aliis Hos. ſcilicet 1A & Ar, 1B & BI, IC & CI, ID & Dr, 
1E & Et, &c. & ponantur A=1A-+Ar1, B=1B+B1, C=1C+ 
Ci, D=1D+D1, E=iEÞEr, &c. fit vero O punctum in me- 
dio inter Ordinatas duas medias 1A & A1. Et cujuſvis Ordinatæ 
T diſtantia a medio puncto, nempe OT ſit ad intervallum com- 
mune æquidiſtantium ut 2 ad Binarium: Eritque 


A2 
122 = —— 
3B -Z 22—1 
1 
A 
2 * ＋ * $10 8K 
„D-dz 22—1 22—9 22—25 
2% 2 4.0 * 1 * 12.14 5 
E ez z2z—1 22—9 22—25 22—49 


2 X76 * Fro * 12.14 156.18 
&c. 


Et in hoc quoque caſu 2 eſt affirmativa quando T jacet ad eaſdem 
partes puncti medii O ac in Schemate, & negativa quando jacet ad 


contrarias. Uterque autem caſus facillime demonſtratur ad modum 
Propoſitionis ſuperioris. 


- 


EXEMPLUM I. 


Dentur quinque Ordinatæ —3, —3, 1, 12, 37, per quarum ex- 
tremitates ducenda ſit Parabola. Quzre 
earum differentias primas —5, 9, 11, 233 —J —3 1 12 


' 372 
ſecunda 14, 2, 141 tertias 12, 12 ; —5 . 
& ultimam 24. Dein quoniam nume— SS 18 - 
rus Ordinatarum eſt impar, procede per — 12 
Caſum primum. Et inchoando ab Or- 24 


dinata media, perge ad differentias me- 
dias in ordinibus alternis, ponendo a=1, b==2, c=243.dein B=9- 
11=20, C=—124-12=z0. Et hiſce ſubſtitutis, prodit T i- 
20 - La 24 =. 22 


1.2 T 11 * 3.4 I hive TS =I TIOZ 2“. Eſtque hæc Ordi- 


nata Parabolz quatuor dimenſionum tranſeuntis per extremitates quin- 
que Ordinatarum propoſitarum, ut conſtabit ſcribendo numeros. 
—2, —1, o, 1, 2, ſucceſſive. pro . In hoc caſu Curva decuſſat 


baſin, . 
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baſin, quoniam Ordinatæ ſunt partim negativæ & partim affirma- 
tivæ. 


ExXEMPLUM II. 


Dentur jam ſex Ordinatæ 1, 5, 10, 10, 5, 1 per quarum extremi- 
tates oportet ducere Parabolam. Quzre | 


earum --direrentias ut ann t 5:.20-:.10 5:1. 


quoniam numerus Ordinatarum eſt par, 5 O —5 — 
adhibeatur Caſus ſecundus. Tum inci— I —5 —5 1 
piendo ab Ordinatis duabus mediis, & —5 O 6 
progrediendo ad binas medias differen- | 6 6 

las, erit A=1010=20, B=— ;— 0 


5=—10, C=6--6=12; deinde a o, 
; ; 3 a 20 1 „ 
So, c=0, Quibus valoribus ſubſtitutis, crit T rod Rao ra 


-; que ZXquatio in ordinem reducta evadit T = 


Atque ad probandam operationem, ſcribe —5, —3, 


—T1, 1, 3, 5, ſucceſſive pro 2, & exibunt Ordinatæ propoſitæ. Ete- 
nim in caſu Propoſitionis ſecundo, intervallum commune Ordinata- 
tarum, ſive, quod perinde eſt, incrementum Abſciſſæ æquatur Binario. 

In hoc Exemplo deſunt dignitates Abſciſſæ imparium dimenſionum, 

uoniam Ordinatæ a principio Abſciſſæ hinc inde æqualiter diſtantes 
ſunt ejuſdem ſigni, & inter ſe æquales. Nam hoc in caſu Equatio 
ad Parabolam eadem manet, etiamſi mutetur ſignum Abſciſſæ. Quod 
fi- Ordinatz propoſitæ fuiſſent FI, —5, 10, —10, 3, —1, vel 
+1, +5, 10, —10, —3, —1, ubi Ordinate a medio zqualiter 
remote ſunt etiamnum æquales, at diverſis ſignis affectæ; in eo in- 
quam caſu defuiſſent dignitates Abſciſſæ parium dimenſtonum. 


SCHOLION. 


De deſcriptione Curve Parabolici generis per data quotcunque 
puncta, egerunt plures celebres Geometre poſt Neretnnum. Sed om- 
nes eorum ſolutiones exdem ſunt cum hiſce jam exhibitis; que quidem 
a Newtonianis vix diſcrepant, uti conſtabit ex Lemmate quinto Libri 


tertii Princi;iorum & methods Differentiali a D. Jones edita, Newtonns 


quidem deſcribit Parabolam per data puncta ;. alt conſideraverunt aſſi- 


gnationem Terminorum ex datis differentiis; ſed quocunque modo con- 
cipiatur, ſub quicunque forma proferatur; idem eſt Problema, . Et 
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ſane inventio formarum quas habent valores Ordinatæ T, eſt perquam 
ingenioſa & ſummo Auctore digna : at poſtquam habentur forme, in- 
veſtigatio Problematis eſt facilis, in quam utique nihil aliud requiritur 
quam reſolutio Æquationum ſimplicium. 
Sed notandum eſt formam Ordinatæ A BZT C2*4+D 2+ &c. ex 
oteſtatibus compoſitæ, quam aſſumit Netonus in demonſtrando ſux 
methodi fundamento, male huic negotio deſtinatam eſſe. Nam valor 
cujuſque Coefficientis prodit in Serie infinita; ſi quis vero aſſumſerit 
formas hic uſurpatas, incidet minimo labore in concluſiones ſuperiores. 


PRO PBOSITIO XXI. 


Data Serie Ter minorum primariorum invenire interme- 
dios, qui non longe diſtant a principio. 


Super rectam poſitione datam ad anglos rectos, & in æqualibus ab 
invicem diſtantiis erigantur Ordinatæ reſpective æquales Terminis pri- 
mariis; dein per Propoſitiones duas ſuperiores quæratur Linea Parabo- 
lica quæ tranſit per omnium extremitates, & eadem quoque tranſibit 


per extremitates intermediorum; qui itaque dabuntur ex data Æqua- 
tione ad Parabolam. Q. E. I. 


EXEMPLUM I. 


? I 6 | 
Interpolanda fit Series 1, , 5 755 =, 236 &c. cujus Ter- 


mini producuntur per multiplicationem continuam numerorum 


2 7. 85 5 &c. quære differentias Terminorum & differentias dif- 


ferentiarum, ut ſequitur. 
1 


Quoniam 
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uvoniam hæc Series ex una tantum parte excurrit in infinitum, per- 
agenda eſt Interpolatio per Propoſitionem decimam nonam. Et fi 
primus Terminus 1 adhibeatur pro Ordinata prima, erit AS, 


B , C=+7,D=—2,E =+ =, &c. quibus ſubſtitutis, 
prodit 
. 
ir 1-8 RIS nn 3 * 
X rd 8g Get 5 Sent 7 Bed 
id eſt, T=1—> A- _ B I 1 . we6 — — XC. 


Ubi jam A, B, C, D, &c. deſignant Terminos hujus Seriei, more New- 
toni. Ceterum Terminus quilibet primarius uſurpari poteſt pro Ordi- 
1 5 


2. 


. 1 1 0 
nata prima, eritque A = — B =—F C=+ => 128 


E = + = &c. adeoque 


OT 1 2 2 
T=F=FXF TAN Ye 
ell TL ATB FHO D. 
11 6 2 8 3 10 4 


Sed ſciendum eſt z eſſe diſtantiam inter Terminum quæſitum & illum 
qui adhibetur pro Ordinata prima. Ut ſi Terminus deſideratus 1 


| OS : I 3 
ſtet in medio inter primum & ſecundum, pone —- — Pro ⁊ in priore 


7 1 . = 
valore ipſius T; & —7 pro eadem in poſteriore valore; atque pro 


eodem Termino habebis duas Series ſequentes 


I 3 15 35 63 
neee 

E 1 8 49 BF | 

2 F AT 24 T 4 ine 


Et quoniam hæ Series convergunt quam lentiſſime, ſummandæ ſunt 
per Theorema in Scholio Propoſitionis decime prime. Atque ſcien— 
dum eſt valores Terminorum prodire ſimpliciſſimos quando Terminus 
qui conſiſtit proximus intermedio quæſito, adhibetur pro Ordinata 
prima. Sed quando Terminus quæſitus longiſſime diſtat ab initio, uſui 
venit Propoſitio decima octava, ut monſtrabitur in ſequentibus, 


F ExXEMPLUM: 
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ExXEMPLUM II. 


Interpolanda ſit Series 1, 1, 2, 6, 24, 120, 720, &c. cujus Termini ge- 
nerantur per multiplicationem continuam numerorum 1, 2, 3, 4, 5, &c. 
Quoniam hi Termini increſcunt celerrime, eorum differentiæ conficient 
progreſſionem divergentem, id quod impedit quo minus Ordinata Para- 
bolæ accedat ad veritatem. In hoc igitur & ſimilibus caſibus interpolo 
Logarithmos Terminorum, quorum utique differentiæ conſtituere que- 
unt Seriem celeriter convergentem, etiamſi ipſi Termini increſcunt ce- 
lerrime ut in Exemplo præſente. 

Propono jam in ventionem Termini qui conſiſtit in medio inter duos 
primos 1 & 1. Et quoniam Logarithmi Terminorum initialium ha- 
bent differentias lente convergentes, primum quæram Terminum in 
medio conſiſtentem inter duos ab initio ſatis remotos, verbi gratii, in- 
ter decimum primum 3628800 & decimum ſecundum 39916800: & 
ex eo dato regrediar ad Terminum quæſitum per Propoſitionem de- 
cimam ſextam. Quumque habeantur aliquot Termini conſiſtentes ex 
utraque parte intermedii qui primo eruendus eſt, inſtituo operationem 
per Caſum ſecundum Propoſitionis vigeſime. Etenim ubi computus 


non eſt in ſpeciebus, ſed in numeris, procedere licet hac methodo 


quotieſcunque datur fatis amplus Terminorum numerus ex utraque 
parte Termini quæſiti conſiſtentium, etiamſi ipſa Series interpolanda re- 
apſe non excurrat utrinque in infinitum. CEE 

Excerpo nunc ex Tabula Logarithmos duodecim Terminorum, 
quorum primus eſt is Termini ſexti 120; fic ut habeantur ſex ante, to- 
tidemque poſt illum qui quæritur. Dein quoniam Terminus ille deſi- 
deratus conſiſtit directe in medio omnium, erit in Caſu ſecundo Pro- 
poſitionis vigeſimæ prime Abſciſſa zo; & propterea differentiæ 
prime, tertiæ, reliquæque ordinum imparium quæ in 2 multiplicantur, 
non ingredientur computum; igitur tantummodo colligo differentias 
ſecundas, quartas, ceteraſque in ordinibus paribus ut vides 


Logarithmi 
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Logarithmi 
Diffe. 2dz 


2.0791812460 - 
2.8573324964| 669467896 ſextæ 

37024305364 579919470 [21154180 —— octave 
4.6055205234| 511525224[14443928| 2568588 | ——— ,decime 
| 5-5597030329] 457574906 | 10302264 1446210541811 

6.5597030329] 413926852| 7606810] 865343 [59282156590 
76011557180] 377885608] 5776699] 543728 [133583] 65082 
| 8.6803369641] 347621063 4490316] 355696] 72996 
119.7942803 1640321846834] 3559629 240660] —— | 
(10.9404083521| 299632234| 2809002 |—— 
12.1104996111] 280287236 | ——— 
13. 3200195935 


quartz 


Excerpo jam binos medios Logarithmos, binaſque med differentias; 


eorumque Summas pono æquales A, B, C, D, &c. reſpective ut vides 


6. 5597030329 413926852 | 76068 10 

7.601 1557180 377885608 5776699 

A=14 I 4. 1609187509, B = 791812460, C.= 13383509, 
865343 259252 156590 
543728 133583 65082 


E = 392835, F = 221672, 


Tum in Caſu ſecundo Propoſitionis vigeſimæ prime ; ſubſtituo 0 pro 
z, & habeo 


D = 1409071, 


256 0 — 25980 DT 35555 = E — 524288 * 


Scribe 3 Jam 3 A, B, C, D, E, F, valores mox reperros, & com- 
putus ſic ſe habebit 


7. 8045937545 494882787 
1508380 34401 

2098 266 

+ 7.08045 508023 — 494917454 


Ac ſubducendo Summam Terminorum negativorum ab ea affirmativo- 
rum, remanet T = 7.07552590569. Eſtque hic Logarithmus numeri 


11899423.08, utique qui conſiſtit in medio inter Terminos 3628800 
& 39916800, 


Jam 
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Jam ſicuti Termini primarii formantur ducendo primum continue in. 
numeros 1, 2, 3, 4, &c. ita per Propoſitionem decimam ſextam, inter- 
medii generantur ducendo intermedium inter primum & ſecundum 1n 


I I 3 ; ; ; 
numeros 12, 2 , 3=, 47> &c. continue, Verbi gratia productum 


I I I I 


: 1 I 
ſub decem factoribus 1 722, 32, 4. 52 6 


2 74 2 9 2107 


& Termino qui conſiſtit in medio inter primum & ſecundum, æquale eſt 
intermedio mox in vento 11899423. 08, cujus utique locus eſt in medio 
inter decimum primum & decimum ſecundum. Igitur ſi Terminus 


1 
2? 


1 , 3 I 
ille intermedius dividatur per 10 , & quotus per 9 & quotus 


b I JD I a 
noviſſimus per 8 2, & ſic porro uſque ad diviſorem 12; ultimus quo- 


torum æqualis erit Termino in medio inter 1 & 1, Termini vero in- 
termedii per diviſionem illam prodeuntes ſunt 
Primarii 


39916800 Intermedii 


-11899423.08 

3028800_ 133278.389 
362880 6 

1 19292. 4 20 

403 20.1403 4. 4029 

5049. 1871.234305 


120 287.8852777 
120 


—52.34277777 
24.11.63172839 


6 

-3-323350909 
* 1.329340388 
18862269251 


"-1.7724538502 _ 
Unde conſtat Terminum inter 1 & 1 eſſe . 88622692313 cujus qua- 
dratum eſt .7853... &c. ſcilicet Area Circuli cujus Diameter eſt uni- 
tas. Atque illius Termini duplus 1.7724538502, ſcilicet qui conſiſtit 
ante primum primarium dimidio intervalli communis, æqualis eſt Ra- 
dici quadrati numeri 3.1415920,,, . &c. qui denotat Circumferentiam 
Circuli. 
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Circuli, cujus Diameter eſt unitas. Etenim fi quadrata primariorum 
conſtituant novam Seriem 1, 1, 4, 36, 576, 14400, &c. Terminus in 
medio inter primum & ſecundum erit ad unitatem ut Area Circuli ad 
quadratum circumſcriptum : & Terminus qui conſiſtit ante primum di- 
midio intervalli communis erit ad unitatem ut Circumferentia Circuli 
ad Diametrum. Ceterum in ſequentibus monſtrabicur hujuſmodi Se- 
ries interpolari poſſe abſque Logarithmis. 


EXEMPLUM III. 


6— 
Quadranda fit Curva cujus Ordinata eſt x n Xe + Tr Scribe o, 


I, 2, 3, &c. ſucceſſive pro indice x, & proveniet Series Ordinatarum 
2 


O a I ad 
æquidiſtantium x X , if xe + fr", x UN F, 
&c. inter quas Ordinata propoſita locum obtinet inter vallo a diſtan- 
tem ab initio. Igitur Area quæſita eundem etiam obtinebit locum inter 
Areas illarum Ordinatarum, quæ conſtituunt progreſſionem ſequen- 
tem Terminorum æquidiſtantium, 

0 r „ 0 0 2 

4 F * 1 T9 on x T2 Ke. 
0 6 b＋ 0 6+; 9 25 | 
Jam ſi he Areæ interpolarentur per Propoſitionem decimam nonam, 
proveniret pro Area quzſita, eadem Series ac per methodum vulga- 
rem reducendi Ordinatam in Seriem convergentem ut exinde invenia- 
tur fluens. Attamen fi Termini in Serie Arearum primo dividantur 
per Terminos hujus progreſſionis Geometricæ reſpective, nempe 


+ fa, Ye, e + Fan, e+f 5 &c. Hoc eſt, ſi ponantur 
-p 


7 
SMN =, 
A NIE my 
0 2 f xv 
LEES 
Al —=x x — 2 
. 
2 J E . Ce. 
A2 =x* x — — 
, e+-f x" 
1 ef ge fa 027m 3.x 
„ TE TEE ST 
A3=xX "FE : - 
&c. 


A 8 r 
3 3 xt Tr = | 1 
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& inſtituatur computus juxta Propoſitionem decimam nonam, invenien- 
cur differentiæ 


pf zz feta . bn tf ati 
. . e 9. C. Iz. N I .Fr rr. re Ne. 


quibus ſubſtitutis pro A, B, C, D, &c. & x pro z; invenies Termi- 


114 


num diſtantià a ab initio remotum, eſſe 


6 anſab7* A. I. 1 T* A. I. . j FK s Fe 
er TI . FF .. ” 

Sed quia Termini interpolandi diviſi erant per dignitates ipſius e+ Fx, 
quiſque ſcilicet per dignitatem cujus index erat diſtantia Termini ab 
initio; e contra duc Terminum mox inventum in dignitatem prædi- 
&i binomii, cujus index eſt a, ſua utique diſtantia ab initio, & pro 
Area Curvæ habebitur 


„„ l: R f A. . n. fi 
* X Ef x in 1 T u =_ -u. -a EH — &c. | 
| 1 0. 
Vel ponendo ) e r= I? atque ſcribendo Seriem more New- 
toni, prodibit | 


pro Area Curve cujus Ordinata in genere eſt * "x2 7 Et hec 
Series tranſmutata per Propoſitionem ſeptimam, migrabit in eam New- 
toni pro quadratura Curve binomialis. Abrumpit quando index x eſt 
integer & affirmativus; ſed poſt debitam Ordinatæ præparationem a- 
brumpet ſemper ubi Curva eſt quadrabilis. Ceterum ejus uſus præci- 
puus eſt quod exhibeat Areas in Serie admodum ſimplici. Si Coeffi- 


cientes e, /, contrariis ſignis afficiantur, præferenda eſt Series Newtoni ; 
& noſtra ubi iiſdem. 


EXEMPLUM IV. 


Oporteat aſſignare Uncias Binomii ex data Uncia media in dignitate 
cujus index eſt numerus par. Si denotet indicem dignitatis, & Un- 


5 — . . 0 1 N 2 7— 
cia media ducatur continue in fractiones -, —— 4 


M' A' 2 Ye &c. facta 
erunt Unciæ reliquæ conſiſtentes ex utraque parte mediz. 


462 
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Et fi a deſignet Unciam mediam, tum a2, 44, ab, &c. ex una parte; 
& 2a, 4a, 6a, &c. ex alteri deſignabunt reliquas Uncias. Dein ineun- 
do computum per caſum primum Propoſitionis vigeſimæ invenies 


Mw A — 5 © 8 D = &c. 
2on-+2 4.24 G. 8. 18 

eſſe Terminum Seriei interpolandæ, cujus diſtantia a Termino media 
a eſt ad intervallum commune primariorum ut 7 ad Binarium. Exem- 
pli gratia, in dignitate decimà ſecundã Unciæ ſunt 1, 12, 66, 220, 497, 
792, 924, 792, &c, exiſtente Uncia media a==924, Et fi quæratur ea 
quæ ternacio diſtat a media, erit r=6 ; quo ſubſtituto, & 12 pro ; 


prodit | 


PATE 


pro Uncia quæſita, abrumpente Serie: & hi Termini liberati a fracti- 
onibus ſunt '925 —1188+- 594 —110, quorum ſumma ſub proprus 
ſignis eſt 220, qui eſt valor Unciæ quæſitæ. | 

Et ad eundem modum fi index # ſit numerus impar, & A altera e 
mediis Unciis; tum erit 


— * ＋ s 


i 6. A 8.n+9 
Uncia cujus diſtantia a puncto inter duas medias Uncias intermedio, eſt 
ad intervallum commune ut r ad Binarium. | 

Er hæ Series in permagna dignitate convergent dummodo interval- 
lum inter Unciam mediam & quæſitam fit exiguum reſpectu indicis 
poteſtatis, 


SCHOLION. 
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& inſtituatur computus juxta Propoſitionem decimam nonam, invenien- 
tur differentiæ 


. S2 ＋2Y f* N 2 57 F 3 xt+30 


b. Tr. e b. Cv. Tv. NN — dure. Fee Kc. 
quibus ſubſtitutis pro A, B, C, D, &c. & x pro 2; invenies Termi- 
num diſtantii a ab initio remotum, eſſe 


5 NN A. —1 * Sf Kb +2» A 222. 5 *-* 

— — — — _ — — _—_— — — — — 1 &c. 

6 b. r. e- 9, - - GFZ. tf x" 9. s. G- Ez. „ Zz. Nx 

Sed quia Termini interpolandi diviſi erant per dignitates ipſius ef x", 
quiſque ſcilicet per dignitatem cujus index erat diſtantia Termini ab 
initio; e contra duc Terminum mox inventum in dignitatem prædi- 
cti binomii, cujus index eſt a, ſua utique diſtantia ab initio, & pro 
Area Curvæ habebitur 


* — Anf ox B ag 
* in reef TT. 


, 0 
Vel ponendo y == = — 2 atque ſcribendo Seriem more Neu- 


toni, prodibit 


| — N 
pro Area Curvæ cujus Ordinata in genere eſt x "X + 7 Et hæc 
Series tranſmutata per Propoſitionem ſeptimam, migrabit in eam New- 
toni pro quadratura Curvæ binomialis. Abrumpit quando index x eſt 
integer & affirmativus; ſed poſt debitam Ordinatæ præparationem a- 
brumpet ſemper ubi Curva eſt quadrabilis. Ceterum ejus uſus præci— 
puus eſt quod exhibeat Areas in Serie admodum ſimplici. Si Coeffi- 


cientes e, , contrariis ſignis afficiantur, præferenda eſt Series Newtoni ; 
& noſtra ubi nſdem,. 


EXEMPLUM IV. 


Oporteat aſſignare Uncias Binomii ex data Uncia media in dignitate 
cujus index eſt numerus par. Si z denotet indicem dignitatis, & Un- 


: : f . : 7 Homes 2 - 4 
cia media ducatur continue in fractiones— —— 


Ez. g' EC- & c. facta 
erunt Unciæ reliquæ conſiſtentes ex utraque parte mediæ. 


46 = 
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Et ſi a deſignet Unciam mediam, tum a2, 44, ab, &c. ex una parte; 
& 2a, 4a, 6a, &c. ex alteri deſignabunt reliquas Uncias. Dein ineun- 
do computum per caſum primum Propoſitionis vigeſimæ invenies 


er 14 1.6 136 
2 A. cms I 4 — 6.346 — 8. 2＋T8 D == &C. 


eſſe Terminum Seriei interpolandæ, cujus diſtantia a Termino media 
a eſt ad intervallum commune primariorum ut 7 ad Binarium. Exem- 
pli gratia, in dignitate decima ſecundã Unciæ ſunt 1, 12, 66, 220, 497, 
792, 924, 792, &c, exiſtente Uncia media a= 924. Et ſi quæratur ea 
que ternacio diſtat a media, erit ; quo ſubſtituto, & 12 pro ; 
prodit 


36 32 20 
994" T'74 718 5 8518 C, 


pro Uncia quæſita, abrumpente Serie: & hi Termini liberati a fracti- 
onibus ſunt 925-1188 ＋ 594-110, quorum ſumma ſub proprus 
ſignis eſt 220, qui eſt valor Unciz quæſitæ. 

Et ad eundem modum fi index ſit numerus impar, & A altera e 
mediis Unciis; tum erit | 

f DEER 147 Wop ht £ BER» . 
2.n+3 4. —＋5 0.n+7 8.n+9 

Uncia cujus diſtantia a puncto inter duas medias Uncias intermedio, eſt 
ad intervallum commune ut r ad Binarium. : 

Et he Series in permagna dignitate convergent dummodo interval- 


lum inter Unciam mediam & quæſitam fit exiguum reſpectu indicis 
poteſtatis, 


SCHOLION. 
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SCHOLION, 


Poſtquam Series interpolanda debite præparatur per Propoſitionem de- 
cimam ſeptimam; etiamſi eadem utrinque excurrat in infinitum procedere 


licet per Propoſitionem decimam nonam preterquam ubi Termini a 


medio hinc inde æqualiter diſtantes ſunt inter ſe æquales: ubi hoc ac- 
cidit, adhibeatur caſus primus Propoſitionis vigeſime, fi Terminus qui- 
vis primarius quodam jure vindicet locum in medio omnium : vel ſi duo 
Termini eodem jure locum medium vindicent, adhibeatur caſus ſecundus 
ejuſdem Propoſitionis. Et in aliis caſibus ad libitum fere proceditur. 


PRO POSITIO XXII. 


Data Serie Terminorum æquidiſtantium, invenire Termi- 
num quemvis primarium vel intermedium utcunque 
longe aiftantem ab int Series, 


Si Terminus quæſitus longe removetur a principio, tum per Propoſi- 
tionem decimam octavam quære aliam Seriem in qua Terminus ille 
deſideratus conſtituet Terminum prope initium, dein procede ut in Pro- 


poſitione ſuperiore. 


ExEMPLUM I. 


's 3 al o 5 Eg ar 9 
Proponatur invenire Terminum quemvis hujus Seriei, 1, 7 A, 2B, 


6 8 5 1 
T E. 7 D, &c. a principio quantumvis magno intervallo diſtantem. 


Per Propoſitionem decimam octavam, Terminus Seriei 

= FF ne” & 

—. —. —. —-, &c. 

m' mp2 mg? Mp4” 
qui conſiſtit ante primum dimidio intervalli communis, æqualis erit 
Termino Seriei prioris cujus intervallum ab initio eſt 2. Conſtat au- 
tem per Exemplum ſecundum Propoſitionis vigeſime prime, Termi- 
num dimidio intervalli communis diftantem ante primum in Serie Nu- 
meratorum, I,1.1, 1.1.2, 1.1.2.3, &c. id eſt, in hac 1, 1, 2, 6, 24, 120, 


&c. eſſe Radicem quadratam Numeri 3.1415926... . &c, Quare tan- 
tum interpolo Denominatores nempe | 


I I I 
1 Pr: mi m2? PCT Z Ez * 


Et 
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Et quoniam hæc Series continuari poteſt utrinque in infinitum; actu 


continuabitur, & evadet 


— 1 


88 3 1 
&c. FB — 2.7 — 11 — „7 mM 1 was wt A N 1 
1%; Mm] » 213 1-1 NI. M25 &c. 


Ubi Terminus quzſitus conſiſtit in medio inter duos medios m & 1 : ſed 
quia differentie horum Terminorum ſunt permagnæ; ducantur ii a 


medio hinc inde zqualiter diftantes in ſe mutuo; hoc eſt, in 1; 


— 2 I SY : 
m—1 m in — I; & ſic porro; & prodibit nova Series 


&c. 2 n „ m n PI! mt P- &c. 


utrinque excurrens in infinitum, & habens Terminos inter ſe æquales 


qui æqualiter diſtant a medio. Sed & Terminus in medio conſiſtens 
inter duos medios primarios & m eſt quadratum ejus in medio in- 
ter m & 1 in Serie priore. In noviſlima igitur Serie quæratur Termi- 
nus ille inter & n per Caſum ſecundum Propoſitionis vigeſimæ, & 
idem 1nvenietur 


M m 3 
w_ 4 EN 78 32. m -I. 1 E=2 ＋* 12 8. u I-23 ＋ &c. 


Quam ducito in Circumferentiam Circuli, ſcilicet Terminum reſpe&i- 


vum in Serie Numeratorum, & habebis pro quadrato Termini quæſiti 


A: 9B 25C 49D 
3.14139... . . &c. in m Fr 
6 . 
Igitur Terminus Seriei propoſitæ 1, — A, >B, 4 C, &c. diſtane 


intervallo mz ab initio æqualis eſt mediæ proportionali inter Circum- 

ferentiam Circuli & Seriem illam; quæ eo citius convergit quo major 

eſt m, hoc eſt quo longius diſtat ab initio Terminus quæſitus. 
Exempli gratia fit »= 100 & primus Terminus Seriei erit Circumfe- 


rentia Circuli ducta in 100, five A 2314.139273 dein erit 


9B 230 31415927 
5 == 7 777, C = 5777 =.008550, = 12.103 | 77102 
=.00017 3 atque ſumma horum quatuor Terminorum eſt 4 


314.94504, cujus Radix quadrata 17.7467079 eſt Terminus __ A 
centeſimus primus Seriei interpolandæ; five productum 314.9464 


2 5 
ſub factoribus XX , &c. quorum numerus eſt. 


7 
EA > 
Centum. Et cidem ratione invenire licet Terminum quemvis inter- 


Hh medium: 


* 
1 
4 
V 
mY 
4 
N. 


rr 
4. 


AS FL 4 — 8 
— 


i — — - 0 - 


r 
— 
a * 

* 


> PE 3 > 


- 
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. I . . * . 
medium: nam fi pro m ſcribatur 99 2, habebitur Terminus in medio 


a 1 
inter centeſimum & centeſimum primum. Vel ſi ſubſtituatur 99 5 


pro n, habebitur Terminus conſiſtens poſt centeſimum tertia parte in- 

ter valli communis. dg 
Notandum eſt, poſſe Terminorum alicujus Seriei reciprocos interpo- 

lari: ſic reciproci Terminorum in Serie noviſſima conſtituunt Seriem 


; A A, 2 B, 2 . 7 D, &c. in qua Terminus ab initio remotus 
2 4 8 | | 


intervallo quovis æquali 2 n, æqualis erit Termino Seriei 


1 a 3b 5c 7d a 
ii, a' a np 
qui conſiſtit in medio inter primum & ſecundum; quique proinde in- 
venietur eſſe media proportionalis inter Seriem ſequentem 
A 9B 25C 49D 


I 

r 
& numerum . 6366 197723676 qui æqualis eſt unitati diviſæ per ſemi- 
circumferentiam Circuli: id quod conſtabit inſiſtendo veſtigiis prioris 
partis hujus Exempli. 


ExXEMPLUM II. 


: oy 8 11 
Quzratur Terminus hujus Seriei 1, —A, 7 5. 7 E. 10D, &c. 


quantumvis remotus ab initio; ſcilicet intervallo : & per Propoſi- 
tionem decimam octavam Terminus ille æquabitur Termino hujus Seriei 


1 5b 8c 114 K 
- gmÞ2* zu Tg 3m4-8 Z 115 * 
qui conſiſtit ante primum tertia parte intervalli communis. Igitur in- 


tercalentur Numeratores & Denominatores ſeorſim ut in Exemplo ſe- 


cundo Propoſitionis vigeſimæ primæ, ſcilicet per Logarithmos; & 
habebitur Terminus quæſitus. | 


SCHOLION, 


Hine conſtat Terminos Serierum longiſſime diſtantes erui poſſe non 
minus accurate ac intermedu ſub initio, Sed in Serie interpolandi 1, 


Fr 


P 
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7 r ＋ 1 ; THT ; 
— A, SET B, &c. fi differentia inter ? & 7 ſit magna, magnus item 
erit labor in inveniendo quovis Termino. Caſus autem omnium facil- 


limus eſt ubi pr eſt æqualis +=, ut in Exemplo primo, præter- 


quam ubi differentia illa eſt numerus integer quo in Caſu Series erit ac- 
curate interpolabilis. | 


PROPOSITIO XXIII. 


Invenire rationem quam habet Uncia media ad Summam 
omnium Unctarum in quacunque dignitate binomii. 


Holutio prior. 


Si index dignitatis fit numerus par, appelletur 2; vel ſi fit impar, 
voceter #—1; eritque ut Uncia media ad Summam omnium ejuſdem 
dignitatis, ita Unitas ad mediam proportionalem inter ſcmicircumfe- 
rentiam Circuli & alterutram Serierum ſequentium 


A 9 25C 49D 81E 

Be Tn Te TOHTI T ors A &c. 
Vel | 
_— 9B 25C 49D 81E 

T ͤ K 


Exempli gratia, fi quæratur ratio Unciæ mediæ ad Summam omnium 


in dignitate centeſima vel nonageſima nona, erit 
2 100; qui multiplicatus in ſemiperiferiam Circuli, 155. 07963 2679 


producit primum Terminum A = 157.079632679 769998199 

3 A S 230 & | 16658615 
dein erit B = 7 = iB: P 536: Kc. atque 654820 
perficiendo computum ut in margine, invenietur Sum- 37137 
ma Terminorum 157.8669 84459, cujus Radix qua- 2734 
drata 12.3645 129018 eſt ad unitatem ut Summa om- 246 
nium Unciarum ad mediam in dignitate centeſimà 26 
vel nonageſimi noni, Eſt autem hic computus per 3 


priorem Seriem: nam licet exigua fit differentia, præ- 


fero eam in qui Termini ſunt omnes ejuſdem ſigni, 57 66984459 


Sluts 


1 


v4T=z + 


— 


£ 

2 ——ů— a 

* =y * 7 * 
- - 
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Solutio poſterior. 


Manente z ut antea; erit Summa omnium Uneiaram ad mediam in 
ſubduplicata ratione periferiæ Circuli ad alterutram Serierum ſequentium, 


1 3 . 49D 81E TY 
7 — 24943 4. 5 n-+7 8.379 + 10. ll = &c. 
Vel 
_ A 9B 250 49D 81E 15 
„ tas. . Melba 86 8. A d 15 1 + &c. 


Vel quod eodem redit, ponatur a= .6366197723676, quoto ſcilicet 
qui prodit dividendo unitatem per ſemicircumferentiam Circuli; & me- 
dia proportionalis inter numerum à & alterutram illarum Serierum erit 
ad unitatem ut Uncia media ad ſummam omnium. 

Ut ſi fit index #100, ut in computo ſuperi- . 006303 166063 0g 


: a 
ore; exit per Seriem primam A 157, B==, 69569515 
B 25C | 255322 
C= 2 * 8225 &c. Ex calculo autem appo- . 13 5 
ſito patet Summam Terminorum eſſe 10469 
,00633444670787, cujus Radix quadrata 934 
0795892373872 eſt ad unitatem ut Uncia media 98 
ad Summam omnium in dignitate nonagefima nona | | * 


vel centeſima. 
Et fic omnino ſunt quatuor Series ejuſdem ſim- A pg 
ICitatl * las? 006 67078 

plicitatis pro ſolutione hujus Problematis. Cete- 33444070707 

rum in praxi non opus eſt recurrere ad Series: nam ſufficit ſumere me- 


diam proportionalem inter ſemicircumferentiam Circuli & ; hæc 


enim ſemper approximabit propius quam duo primi Termini Seriei, 
quorum etiam primus ſolus plerumque ſufficit. Exempli gratia, fi fit 


; . I I . . 5 * * .* 
= 100, erit # = == 100 >, qui ductus in ſemicircumferentiam Cir- 


culi producit 157.865, cujus Radix quadrata eſt 12.5644, unitate defi- 
clens in ultima figura, | 
Eadem vero approximatio aliter & praxi forte commodior ſic enun- 
ciatur. Pone c ad unitatem ut quadratum Diametri ad Circulum ; hoc 
eſt, fit 1. 273 2395447352 eritque ſumma Unciarum ad mediam ut 
Uncia 


2 


Interpolatio gerierum. 121 


C 


Unitas ad / quamproxime, exiſtente errore in exceſſu circiter 


221 


1 4 ® ® C 6 P * f I; 
22 Sit = 100, erit . 0062248523, eſuſque Rac 
1011 211-1 q ) 21-1 334525; Jud Ladix 


quadrata . 7938973 accurata eſt in ſextà decimali: quæ vero divit: 
per 16, hoc eſt per 160000, dabit correctionem .00000050 3 & 
hæc ſubducta de Approximatione, relinquit numerum quæſitcum 
07938 923 accuratum in ultima figura. 

c 
24-1 
quadrata .026588767 ſuperat verum binario in ultima figura. Sin ve- 
ro correctio computetur ac ſubducatur de Approximatione, habebitur 
numerus quzſitus accuratus in decimà tertia decimal, 

Hem vero Approximationem æque facilem & magis accuratam. Dit- 
ferentia inter Logarithmos numerorum z--2 & x—2, dividatur per 
16, & quotus adjiciatur dimidio Logarithmi indicis , huic dein ſummæ 
addatur Logarithmus conſtans .0980599385151, ſcilicet dimidium Lo- 
garithmi ſemicircumferentiæ Circuli, & ſumma noviſſima erit Logarith- 
mus numeri qui eſt ad unitatem ut ſumma Unciarum ad mediam, 
Verbi gratia, fit » = 900, computus erit 


Similiter fit z = 900, erit = ,000706962545, cujus Radix 


1 gou LATTER 
16) Diff. Log. 902 & 898 000 1206376 
Log. conſtans 0980599385 
Summa 1.5 753018308 


Et hæc Summa verum ſuperat binario, in ultima figura, eſtque Lo- 
garithmus numeri 37.6098698 qui eſt ad unitatem ut ſumma Unciarum 
ad mediam in poteſtate goo vel 899. Et ſi vis illius numeri recipro- 
cum, ſume complementum Logarithmi, ſcilicet — 2.424698 1692, & 
numerus eidem correſpondens erit . 0263887652 qui monſtrat rationem 
Unciæ mediæ ad ſummam omnium in prædictis dignitatibus. 


DEMONSTRATIO, 


Dignitates Binomu, quarum indices ſunt numeri pares, habent unam 
Unciam mediam ; eæ vero, quarum indices ſunt impares, habent du- 
as Uncias medias. Et hinc oriuntur duo Caſus Problematis. Primo 
quando index eft par, divide ſummas Unciarum 1, 4, 16, 64, 250, 
1024, &c. per ſuas Uncias medias, 1, 2, 6, 20, 70, 252, &c. & quoti 


8 *46- $238 23865 2 | 6 8 

J; 2, * 1 7729 2 — &c. ſive I, a A, 5 B, bot . 2 D, &c. E- 
3” 0 $9.99 1 3 
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runt ad unitatem ut ſummæ Unciarum ad Uncias medias in diverſis 

dignitatibus. . 
Similiter ſi ſummæ Unciarum in dignitatibus imparibus, ſcilicet 2, 

8, 32, 128, 512, &c. dividantur per Uncias ſuas medias 1, 3, 10, 35, 


3 ; i 8 16 138 
126, &c. rurſus prodibunt idem quoti, utpote 2, =, — &c. 


2 285 
Nam eadem eſt relatio inter ſummam Unciarum & Unciam mediam in 
quavis dignitate pare, quæ eſt inter ſummam Unciarum & Unciam me— 


diam in dignitate impare proxime inferiori. Adeoque interpolatio Se- 
6 8 , 
riei, 1, = A, : B, 7 C, 7 D, &c. ut in Exemplo primo Propoſi- 


tionis vigeſimæ ſecundæ, ſolvit utrumque Caſum Problematis. Sed hic 
dabimus inveſtigationem har um Serierum abſque methodo Differentiali. 


Analyſis Solutions prioris. 
Series interpolanda 1, 5 A, 7 B. & c. definitur Equatione T' = 


u 2 


. T, ubi eſt quantitas variabilis, ejuſque valores ſucceſſivi o, 2, 


46, 8, &c. ſcilicet indices dignitatum quando ſunt pares, vel indices au- 
cti unitate quando ſunt impares. Quadra utramque partem Æquati- 


onis reſolvendæ, & habebitur T. r. = TT vel quod idem 
TT 


tart TITAN FITS TT DT 0. Aſſume jam 


By Cn Du 
TI AN * 1-2. 1 ＋4 * u 2. u 4. u 6 ＋ &c. 
Et poſt debitam reductionem juxta præcepta jam tradita, invenies 


TT=An+ BI FI + * &c. 
In qua ſcribe valores variabilium conſequentes pro antecedentibus, hoc 
eſt, T'T' pro TT, & #2 pro u, & emerget 
1 ro C=2B D—E4C 
* Ain __ l ＋ &c. 


Tum ſumendo horum valorum differentiam, & ducendo eandem in 
142, prodibit 


7 = DIM 2C—4B , 4D —16C 
IXTTSTT = Ao * + It b+ mcg &c. 
Ceterum 
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Ceterum in valore ipſius T T prius aſſumpto, fi ſcribatur 4-2 pro , 
habebitur 1 
C 


5 3 1 D 
TN AT 
Atque dividendo per 2, 


e is B | D 
+ ATN TT if Tc 


Subſtitue jam in Æquatione reſolvenda, valores ipſorum T'T', AX 


1 

TT TT" & 22 ad eandem formam reductos, & reſultabit 
Lee r LIES. 2 

25 — A 22 * nA. u -G | A A. M 6. I 7-8 ＋ &c. = 0, 

Denique ponendo Numeratores nihilo æquales, habebis 2B — Ao, 

40—9B o, 6D2;C=0o, 8E—49D=o, &c. Et he ſunt relationes 

Coefficientium in prima Serie. Et ad eundem modum eruitur Series 

poſterior in Solutione priore. 


Analyſis Solutions poſterioris. 


= I 
Solutio poſterior perficitur interpolando Seriem r, 7 4, =, — c, 


4, &c. cujus Termini ſunt reciproci eorum in priore: ea vero defi- 
1 


* 1 2 . . 
nitur Equatione T'=55> T, in qua valores ipſius 2 ſucceſſivi ſunt 


©, 2, 4, 6, 8, &c. ut ante. Etquadrando evadit T' T'= — TT. 


hoc eſt, z+1.z+3 FT FFT - 2.77 TTT IT s. 
Fingamus nunc 3 | 
A B 


RE CT...” — D — 
e e 
C. 


Et ſubſtituendo #42 pro v, proveniet 
1 / A | B | ä — + 3 D 2 
IT. z ＋ 13. T5 P PZ UE -Z. u- -g. -/. u 


* 


adeoque 
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adeoque 
4B 6C 8D 
5-1-4311 TT=2Ap + . e n Be 
71. 573.7 F ee 


＋ Kc. 


quæ ad debitam for mam reducta fit 
P $Daye_ vc; 

A 55 1 ＋3- A8 P 1-3. 1 -g. / 90 ae; 

Scribe jam hoſce valores in Æquatione reſolvenda, atque reſultabit 
T 
us T Az. u -A -g. u- S. 1-7 | -g. 1-5. C5. gg 

5 ＋ &c. O. | 

Ubi Numeratores æquati nihilo, dabunt relationem Coefficientium Se 

riei prioris in Solutione poſteriore. | 


Quod autem Coefficiens A fit in uno Caſu femicircumferentia Cir- 
culi, & ejuſdem reciproca in altero, fic demonſtratur. Per Seriem 
I 


priorem eſt T T An in 1 +=== + & quo major eſt , eo 


2. 2 
propius ÆEquatio TT An, accedet ad veriton cuoniam Termini 
poſteriores tandem evadent infinite minores p10: Igitur in E- 
2 | TT 3 ; 
quatione T T An, vel A= , ſi pro » ſucceſſive fcrihantur ejus 


valores, 2, 4, 6, 8, 10, &c. & ſimul quadrata Ter minorum correſpon- 


dentium pro TT; orientur Aquationes continue approximantes ad 
verum ipſius A valorem, ſcilicet 


As. 
42 
A=2X=, 
*5 


| : . 3 
Quare valor ipſius A eſt factum ſub omnibus 9 * <= X 2 * 5 Xx &c, 


25 9 
uſque in infinitum; quod æquale eſt ſemicircumferentiæ Circuli per 
Arithmeticam Infinitorum Malliſii. 


PRoPos1Tio 


7 
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PRO PBOSITI1IO0 XXIV. 


K in Ordinata Curuæ * VN, IT [cribantnr 


ſucceſſrve numer integri o, 1, 2, 3, 4, Ec. pro , 
dico eandem eſſe relationem inter Areas Ordinatarum 
provententium, que eft inter Terminos Serie: a, 


70. 22 22 d. Sc. modo abſciſſa x ſit æ- 
qualis unitati. 


Sint enim Areæ & Ordinatæ correſpondentes 
Areæ Ordinatæ 

A F 

B * * = 5211 

C „ 

D Minh. — 

E 


X Ix 


LE =" ani 


&c. &c. 


Tum comparando haſce Areas per Propoſitionem ſeptimam Newton: 
de Quadratura Curvarum, invenies 


K K Sit 


o 


. AE” 
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Sit jam æqualis unitati, ut in Theoremate ponitur; eritque I — 


* o; quo in caſu relatio Arearum fit B=a-A. C= A , 


P 
928 C, E — D, &c. Adeoque eadem eſt relatio inter A- 


reas harum Curvarum & Terminos Seriei propoſitæ, quando Abſciſſa 
x eſt unitas. Q. E. D. 


Corollarium. Hinc in Serie 8 7 4, 772 c, &c. ft 2 deno- 


tet intervallum inter primum Terminum a, & alium quemvis T pri- 
marium vel intermedium; erit ut Area Curvæ cujus Ordinata eſt 


—1—1 * 221 
„ N ad Aream Curvæ cujus Ordinata eſt x 6 X 
I—x „ita Terminus primus à ad alium quemvis primarium vel 


intermedium, intervallo z diſtantem ab initio, 
ExXEMPLUM I. 


Detur Series intercalanda 1, =, 1 * — c, 4 d, &c. Quoniam dif- 


ferentia communis tum ES tum Denominatorum eſt 2; 


divide eoſdem per binarium, ut differentia illa fiat unitas ut in Theo- 
1 


3 
. ＋ „ : . 
remate ; & evadet Series 1, ed b, &c. que collata cum ea in 


, I , 8 k 
Propoſitione, dat P , 7= — 3 quibus ſubſtitutis, erit ut Area Or- 
1 — . _ — . 
dinatæ * Xx I- ad Aream Ordinate „ X 1x7, id eſt, ut 
1 ** 


Area hujus = 


XXX 


ad Aream hujus by poco 


ita primus Terminus Se- 
—_ XX | 


riei, five unitas ad alium quemvis primarium vel intermedium intervallo 
z diſtantem ab initio. 
Ut fi Terminus defideratus conſiſtat in medio inter primum & ſe- 


E 


; . I . | . . X 
— erit 2z=7-, quo in Caſu fit Ordinata poſterior „ live 
, | | —XX | 


1 


1 
. adeoque ut Area Ordinatæ 72 = ad Aream Ordinatæ = 


1— 

id eſt, ut Circumferentia Circuli 3.141 ane --- &c. ad 2, ita unitas ad 
Terminum in medio inter primum & ſecundum ; qui hoc pacto prodit 
6366197 - -- &c. 

81 
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Si guſdem Seriei quæratur Terminus centeſimus primus, erit z= 
100 


100; adeoque ut 3.1413 &c. ad Aream Ordinatæ I, ita u- 
| Xx N 


. . oy T 
nitas ad Terminum Propoſitum. Et ſimiliter ponendo z= 100 *. 


Terminus in medio inter centeſimum primum & centeſimum ſecun— 
dum determinabitur per Circumferentiam Circuli & Aream Ordinatæ 


100 


— ubique tamen ſumendo partes Arearum quæ jacent ſupra Ab- 


ſciſſam unitati æqualem. 
Poſſunt etiam Terminorum reciproci interpolari, idque nonnunquam 
magis commode quam ipſi Termini. Reciproci Terminorum in no. 


viſſima Serie ſunt 1, — a, 45. &c. adeoque eſt t, P=>3 & 


inde ut Area Ordinatæ x? * 1—x ad Aream Ordinatæ x* % 


a 0 0 . . * . 2 „ 
1 * ita primus Terminus ad illum diſtantem intervallo z ab ini- 
2 


* . * * . 
tio: id eſt, ut 2 ad Aream Ordinatæ nam prior Curve 


eſt quadrabilis. 
EXEMPLUM II. 


: 10 2 
Interpolanda ſit Series 1, — a, =b, Fe, = d, &c. Divide Nume- 


ratores & Denominatores per eorum incrementum 3; & invenies p= 
2 I 


, =; hinc fit Ordinata prior x7 * i, ſive 
3 3 
I 


** . 3 
Dein ut Area illi 


8 — 3 & poſterior >; 
Vx*—=2x* + x* VX. — 2x) + x+ 

us ad Aream hujus ita primus Terminus Seriet ad alium quemcunque 
cujus diſtantia ab initio eſt 2, 


PROPOSITIO XXV. 


$; in Ordinata Curve xb. x II [erthantny ſucceſ- 
ceſſive numeri integri o, 1, 2, 3, 4, c. pro 2, eadem 
erit relatio inter Areas Ordinatarum provenentmm 
que 


x 
x 


- "x W# — 1 1 * ; * oY k ; v - 1 > 83 * 
* . > 1 * 


I 2 — — — — 
, »— 93 WW”. . — = — - 
— — 66 — — bt * * 2 — 
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rr r+2, 
gue ef} inter Terminos Seriet a, 5a, Fa hb, 3 


=! d, Sc. Ub: Numeratores continue iucreſcunt, De- 


nominatores vero decreſcunt. Vt hic quoque pono Ab- 
ſeiſſam x unitati equalem. 


Hæc Propoſitio demonſtratur ad modum ſuperioris. 


| RR *. 2E 
Coroll, . Hinc in Serie a, — a, — — 4, &c. ut 
orollarium nne in Serie. , 5%. nn en Jp 
Terminus primus à ad alium quemvis n 2 e a princi- 
pio, ita Area Curvæ cujus Ordinata eſt of XT ad Aream Cur- 


ve cujus Ordinata eſt „ 


 EXEMPLUM LIL. 


77— 72 H] — 
„ e, : 


3 | 2 F 
Detur Series in terpolanda 1, T 4, d, &c. cujus 


Termini ſunt Unciz binomii in dignitate cujus index eft 2. Quoni- 
am hæc Series non cadit directe ſub hac Propoſiiione, interpolo Ter- 


1 2 2 
inorum reciproco — 2, — þ, — i erit 1 
m P 8 I, 7 4, —— wrt &c. quo pacto : 


SHEN adeoque ut Area Ordinatæ & X ee f ad Aream Ordinatæ 
N 1 
* 1s, ita unitas ad Terminum intervallo 2 diſtantem a prin- 


. | F —2 — 
cipio, in Serie poſteriore: vel ut Area Ordinatæ «„ * ad 


ita unitas ad Terminum in priore Serie, intervallo 3 remotum ab 
initio. 


Ut ſi deſideretur Uncia Termini quinti in dignitate nona, erit 1 = 


1 
9, 2=43 quibus ſcriptis, erit Area Ordinatæ & X ad — ut u- 


nitas ad Unciam quæſitam. ee N 5 eſt K —4x*+- 


I I 
6x? - x“, ejuſque Area © — +5 — 7775 five —= 3 Tum 


I 9 : 
es ad — ita unitas ad 126, quæ eſt Uncia propoſita. 


ut 


EXEMPLUM 
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ExxMPLUM II. 


Si in poteſtate ſimplici Binomii, quæratur Terminus qui conſiſtit in 


- * * . oy LE I 
medio inter duas Uncias 1 & 1; erit index binomii Dt, x r & 


5 14 — 1 1 ONT 
exinde ut Area Ordinatæ x* X 1—y* ad = hoc eſt, ut Area Circuli ad 


quadratum Circumſcriptum ita unitas ad Terminum inter Uncias 1 & 1. 


SCHOLION, 


Quando Curyz quadrandæ ſunt plurimarum dimenſionum, inveni- 
endz ſunt aliquot earum Ordinatæ per Tabulam Logarithmorum; ex 
quibus dabuntur Areæ per Parabolam Newtoni. Quod fi relatio Ter- 
minorum 1n Serie interpolanda fit inter plures Terminos, abſolvetur 
interpolatio per Comparationem aliarum Curvarum. Sed hanc materi- 
am miſſam faciens adjungam quædam de aliis methodis interpolandi. 


PROPOSITIO XXVI. 
$7 Series interpolanda ſit 1, - Iz. Ic 8 d. Cc. 
& ponatur n=! —p, atque 


nn — in A, 
— — ; = in B+ A, 
D== = in CH B+; A. 
„ D c . = A, 
ny —5 HJ , —2 Hm} —1 —2 —3 f 


bs. 1 — D . C4 » _— 
TY EE 
| | 1 M1 „—2 Hom J 


— — 


„ 5 . 65 3 
&c. 


L. I Tum 
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—— — E as LSD OED 
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Tum erit 2 in AE += +93+=+ &c. n 


nus Heriei inter polandæ primarms vel intermedius, cu- 
jus diſtantia ab initio eft x — p. 


Notandum eſt Coefficientem A, per Propoſitionem . octa- 


vam æqualem eſſe Termino in Serie Numeratorum 1, ra, Ai. b, +2 = 
&c. diſtantem intervallo p ab initio ; eamque determinart per | 
* fecundum Propoſitionis vigeſime primæ. 


DzMONSTRATIO. 


Series propoſita definitur ÆEquatione differentiali T' = = „ ubt 


eſt „ ut in Theoremate & ſucceſſivi valores Aker inte 2 


ſunt p, PI, f, &c. Finge jam 
. FF 
T=" in AF=+ ITS Ti: xc 


dein pro T & 2 ſcribe earum valores ſuecedentes T. & 21, re- 
ſpective, & emerget 


T. STI in A+ + == = + = = + = ＋&c. 


K ＋1 
Vel evolvendo dignitates 
T'=2" in A- 


zATB + nAFzB.n—i2C 5. —1 9 — 
2 


8 25 + &c. 


2 T, hunc in modum ſcribatur T'z— 


TZz - TZ; & in * ſubſtituantur valores ipſorum T & T. 
atque reſultabit | 


Agquatio reſolvenda T'= 


. u. f A—23 e 
— . þ &c; = 0. 


23 121 


Ponantur jam Nume ratores =quales nihil, & habebuntur * — is 


2 
Homes „—2 


A, C=— 1 B+> —A, &c. Atque producendo computum, 
reliquæ Cm e og in Theoremate. Q. E. D. 
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Ex EMPIVUNM 1. 


Proponatur Series 1, — a, 7 b, - c 2 d, &c. que definitur - 


Ty 2 . Ie 
quatione T'= _ T, in qua valores fucceſſtvi OO ⁊ funt 1, 2, 3, 


4, &c. hæc comparata cum Aquatione T == T, dat — ; 
& exinde 
= I CO I. 
C =21n B — 4 Ax Is: 
nne ＋ 2 * AA 
63 5 5. 2 — A 1059 
1 = Ax 72768? 
FFC AK 237 
F 10 in E "ads : T 7A — * 2621445 
&c. 
Adeoque 


WWW 
T * * l TE 102423 10247 5276627 F204 + &c. 


Quantitas autem A in hujuſmodi Exemplis fic determinari poſſit. 
Per relationem Terminorum interpolandorum quære primarium quem. 
vis ſatis longe diſtantem ab initio, verbi gratia decimum ſextum, qui 


hic prodit. 144464448 - - &c. Hunc ſcribe pro T & interea pro ⁊ 


valorem ſuum od nempe 16, — habebis 


144464445 = in , + 44786 I6 a 128, x 16 ＋ &c. 


vel colligendo RS in unam Summam, .144464448 = == in 


1.0242 2627, unde prodit A = 5641 89583548: quo dato dabitur T 
in alio quovis caſu per Terminos pauciſſimos ſui valoris. 


EXEMPLUM 
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EX EMPLUM II. 


Interpolanda fit Series 1, = a, B. - c, 175 d, &c. que definitur 
Zquatione — , exiſtentibus > 7 7. = &c. valoribus 
Abſciſſæ 2 ſucceſſivis: hec comparata cum Æquatione in Theoremate 
dat n= 1 quo ſubſtituto obtinebitur 

1 3 6 283 1. 3610 
T=Avz in 1— % z T ve T y T e. 


Jam ad eruendum Coefficientem A, quæro Terminum decimum 
quartum Seriei interpolandæ, qui prodit 4.652136 : hunc deinde va- 
0 
lorem ſcribo pro T, & pro z valorem ſuum decimum quartum =, at- 
que habeo | 
I 1 


4.652136 K V in 1— 126 575885 . 


Vel extrahendo radicem cubicam numeri 75 & colligendo Terminos in 


unam ſummam, obtineo 4.652136 = A X 2.351505, adeoque A 
1.978365. Data nunc A, Terminus quilibet alius invenietur ſumma 
facilitate. Quzratur is qui conſiſtit tertià parte intervalli communis 
ante milleſimum primum: pro z ſcribe ſuum valorem correſponden- 
tem 1000, & valor ipſius T prodibit 10 A in 1 — —, live T 
19.78343. Nam ubi Terminus deſideratus longe diſtat a principio & 


computus non eſt producendus ad plurimas figuras perpauci Termini 
in valore ipſius T abunde ſufficiunt. 9 


SCH OLION. 
Eodem modo quo in hic Propoſitione Radix extrahitur ex - 
* | , 2 1 | . . g * A 0 | f A 
quatione T' = - T, extrahitur etiam ex alia quayis quæ ſub hic 


formai continetur 


T x 39 +a 2 — 1 +bgi— 4 &c, TX = dE c. 
2 ; YE 
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Nam eſt index = per Propolitionem ſextam; & inde forma Se- 
riei pro T aſſumenda erit 


TS AZ TBZ Y + C2" + &ce. 
Quippe in hujuſmodi Seriebus quæ ſunt Radices Æquationum Differen- 


tialium, indices ipſius z habent Unitatem pro decremento, præter- 
quam in quibuſdam caſibus valde particularibus. Habito 1gitur indice 


ipſius z in primo Termino habetur forma Serie! aſſumendæ pro Ra- 


dice T: dein ſcribendo I pro z, & T' pro T, prodibit 
T= ATN ＋BZ T1 CY“! &c. 


Tum reducendo hunc valorem ad formam ipſius T, ut ſupra oſten- 
ſum eſt, & ducendo utrumque valorem in quantitates quas præcipit 
Equatio reſolvenda; dabuntur Coefficientes aſſumptæ ex collatione 
membrorum homologorum in ÆEquatione reſultante 


ProposITIo XXVII. 
HAquatio ad Seriem fit T'= 55 T, erit Radix 


r r+1 1-1-4 Ry ors. 
T = _ o——_ — — D — 1 
AAC AT TBL C+AE2D+ ESE+ e 


EY * . : - 
A quatio reſolvenda =. hunc in modum ſcribatur zz Ta 


z2z '-rT'=o, & aſſumatur 


B '® 3 | E 
* A TAT TTT Ti, ＋ Ke. 


Eritque 
8 B C — BEAM 1 
Tn A + I. 2 T2 TTL * Z FEI. T2. 2＋E-3.2＋4 
＋ &c, 
| Unde 


| : B 2C 3D 4 
1— 7 I * Z.4-FLAFL T $2 + 1.242.243 * L TTT z. T3 A＋ Ke. 
Et ducendo in 22 = 


© OL 2 Cz 3Dz —_ 
r frets e eee. 
Atque per reductionem 55 | 


22T—2zzT'=B-+ Dl T 2-182 _ LUA ＋ &c. 
M m Hunc 
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Hunc valorem ſcribe pro zzT—zz T', & pro T' ſuum valorem ha- 
ctenus repertum, atque reſultabir 


— . , aEt—D_,.,. _ 
FF 


„ 7 
2 3 


r 
Et per collationem membrorum homologorum, B=—A, C= 


* 


= _ GEE 2 D, &c. Hi ſunt valores Coefficientium: quod 


ſi A, B, C, &c. denotent totos Terminos, prodibit valor ipſius T jam 
aſſignatus. Q. E. D. 


Ex EMPL u. 
. 8 : 1 8 24 
Invenit Walliſius, ultimum Terminum hujus Seriei 1, 5 A, 25 B, 
8 8 3 : 
5 , F D, &c. eſſe Aream Circuli cujus Diameter eſt unitas ; 


ubi Denominatores ſunt quadrata numerorum imparium, & uni- 


tate majores Numeratoribus. Videamus autem hic quiſnam fit 


: 16 6 6 i 
ultimus Terminus hujus 1, 7 A. —Þ, tC, 7 D, &c. ubi 


Numeratores ſunt quadrata numerorum parium & unitate majores De- 


nominatoribus. ZEquatio ad hanc Seriem erit T'=———T,exiſten- 
A 
tibus 1, 2, 3, 4, &c. valoribus Abſciſſæ z ſucceſſivis: ergo compa- 


; I i , I 
rando hanc ZEquationem cum illà in Propoſitione, erit r =—> quo 


ſubſtituto prodit 


K er 
TSA  8.2+1 T RT I0.z+3 20.z+4 ＋ &c. 


Et ad determinandum Coefficientem A, quære Terminum Seriei de- 
cimum, nempe 1.5300.1727.35, quem ſubſtitue pro T, & interea pro 


⁊ valorem ſuum correſpondentem 10; atque obtinebis 


3 * CC 
1.5300. 1727.35 = A in 1 , 


&c. 


Hoc eſt, colligendo Terminos in unum, 1.5300.1727.35 A in 
.9740.392454, & exinde A=1.57079633, utique ſemicircumferentiæ 
Circuli : quo dato, facillime dabitur Terminus quilibet Seriei interpa- 
landæ primarius vel intermedius. Conſtat autem ultimum ejus Ter- 

minum, 
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; ; 4 26 604 oo 
minum, ſive factum ſub omnibus 3 XTEXIEXGoX 9 N &c. æquale 


eſſe primo Coefficienti A, adeoque ſemiperiferiæ Circuli. 


PRO POSITIO XXVIII. 


Invenire ſummam quotcunque Logarithmorum, quorum 
numeri ſunt in progreſſione Arithmetica. 


Deſignent Nu, x--3n, x Cn, yu, a , quotcunque numeros 
in progreſſione Arithmetica, quorum primus & x , ultimus 2-1, & 
communis differentia 22. Inſuper denotent /,z & /,x Logarithmos 
Tabulares numerorum z & x; ſitque 4 . 43429. 448 19.0322, ſcili- 
cet reciproco Logarithmi naturalis Denarii. Atque ſumma Logarith- 
morum propoſitorum æqualis erit differentiæ inter Series duas ſequentes 


21,2 az an an 31 an lan I 127an” Ilan? 141? & 
2n © 2n © 122 | 36023 12507 T 168027 168027 © 11882” ＋ &c. 


I, x ax an 7an 3 312 Ian's I27an” 311 an? Ian? & 
21 21 12x | 360 ** © 1 260x* IT TH 1188x? + &c. 


Hz autem Series ſic continuantur in infinitum; pone 
—.⁊ꝓf̈ 
NG fs 


"Ls A q1o0B+5C, 
— = —=A-+21B+3;C+7D, 
I 


= A+36B+126C+ Ar oF, 
&c. 


Ubi numeri qui multiplicantur in A, B, C, D, &c. in diverſis valo- 
ribus ſunt Unciæ alternæ in dignitatibus imparibus binomii. Eiter 
1 


BO 7 
premiſſis, erit Coefficiens Termini tertii — 172 A, is quarti = 


"423,20 


| I 1 | 
B, quinti 5 1260 = C, & ic deinceps. | 
x DEMON- 


* 4 
4 
is 
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fr 
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DEMONST RATIO. 


Minuatur variabilis z decremento ſao 23; vel quod idem eſt, ſub- 


ſtituatur 2— 23 Pro 2 in Serie | 
21,2 4 an van 3 1an 


2% 1 125 T 36027 — T26027 T Ke. 
& proveniet valor ejufdem ſucceſſivus 


— — —]—— 7 
— 3 an van 3 314% 
— X 2— 22 — == | 6 5 1 6 i + &cc. 
27 271 I 2.24—2% 3 Q.4—27 1260. 2— 2 


Hunc ſubducito de valore priore, Terminis prius ad eandem formam 

mo e 
per Diviſionem reductis, & relinquetur 1*— — 8 8 
&e. id eſt, Logarithmus numeri 2-7 Adeoque univerſaliter de- 
erementum duorum valorum ſueceſſi vorum Seriei, æquatur Logarith- 
mo ipſius z—7 ; qui exprimit in genere quemvis Logarithmorum qui 
erant ſummandi. Igitur Series erit ſumma Logarithmorum propoſito- 
rum, fi ab eadem ſubdueatur altera Series. Nam ſummæ perinde ac 
Areæ nonnunquam corrigendæ funt, ut evadant vere, 


ExXEMPLUM I. 


Proponatur invenire ſummam Logarithmorum decem numerorum 
101, 103, 105, 107, 109, I11, 113, 115, 117, 119; hi eollati cum 
hiſce xn, *x+3n, x51, - - - - 21, dant differentiam communem 
21=2, & n=1 ; atque primum x1 = 101, ſecundum vero z—1= 
119: unde x=100, z=120. Hiſce autem ſubſtitutis, & 
43429. 448 19.03 232 pro a; atque Logarithmis ipſorum 100 & 120 
reſpective pro J, „ & /, 2; valores duarum Serierum invenientur 
78.2849 1.400 12.1 & 98.692900. 42601. 6, quorum differentia dat 
20. 40799. 02589. 5 pro Summa Logarithmorum defiderata. 


EXEMPLUM II. 


Quzratur jam Summa Logarithmorum numerorum 11, 12, 13, --- 1000, 
quorum primus eft 11, & ultimus 1000, & differentia communis unitas. 
5 F "WM 21 3 

Eſt igitur =, K r = 10, 2— © 1000; unde * , Z= 
2001 ; | | 


—— 3 quibus ſcriptis, & Logarithmis ipſorum _ & 


90% 
2 


pro /, x & 


l, zz prodeunt pro valoribus Serierum 2567. 20355. 42870 & 
e 6.16067. 30987, 
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6.16067.30987, quorum differentia relinquit 2561.04488.11892 pro 
Summa Logarithmorum quzſita. 

Ceterum ſi velis ſummam quotcunque Logarithmorum numerorum 
naturalium 1, 2, 3, 4, 5, &c. pone z—z eſſe ultimum numerorum, ex- 


. I "IF . Tt 
iſtente r & tres vel quatuor Termini hujus Seriei 20, — 42 — 


| 2 + — — — &c. additi Logarithmo circumferentiæ Circuli cujus 


Radius eſt Unitas, id eſt, huic o. 39908. 99341. 79 dabunt ſummam quæ- 
ſitam, idque eo minore labore quo plures Logarithmi ſunt ſummandi. 
2001 


3 I | TT 
Sic ſi ponas 2 —½ loco, vel 2 valor Seriei erit 


- . - 
2567.20555.42879 ut antea; qui adjectus Logarithmo conſtanti efficit 
2367.604664. 42221 pro ſummã Logarithmorum, primorum mille nu- 


merorum hujus Seriei 1, 2, 3, 4, 5, &c 6 


ExXEMPLUM III. 


Oporteat invenire Unciam quingenteſimam in dignitate Binomii mil 
leſima. Conſtat per Theorema New1oni pro evolvendo Binomio Un- 
ciam illam æqualem eſſe producto ſub quadringenti & nonaginta no- 


= EW WW 2. . 
vem factoribus 1 3 5 4 5 5 -—- - - 409 quorum pri- 
1000 , 02 f a 
mus eſt , & ultimus 8 ; exiſtentibus: tum Numeratoribus tum 
Denominatoribus in progreſſione Arithmetica. Ad inveniendam ſum- 
mam Logarithmorum Numeratorum 1000, 999, 998, 997 302; 
1 


pone differentiam communem 1 2, maximum eorum 100022 —=, 


3 A © 1 1 I 
minimum 502 =x + 2 eritque N=, Z=1000 =, # =501 : qui- 
bus ſubſtitutis, prodibit 2567. 20635. 42879 pro valore prioris Seriei, 
& 1136.3 8715.63 268 pro valore poſterioris: horum autem differentia 
1430. 8183979611 æqualis eſt ſummæ Logarithmorum Numeratorum. 
Dein ut obtineatur ſumma L ogarithmorum Denominatorum 1, 2, 3, 
I I I 
4,4993 Ppone 1= =, Z—— = 499, five z =4995 3 & hiſce 
ſcriptis in Serie priore, prodibit ejus valor 1130.98834.85966, cui ad- 
jiciatur Logarithmus .39908.99342 juxta regulam in Exemplo priore 
traditam: & habebis 1131.38743.85308 pro ſumma Logarithmorum 
Denominatorum. Quam denique ſubducito de ſumma Logarithmorum 
Numeratorum, atque manebit 299.43095.94303 Logarithmus ſcilicet 
Unciæ deſideratæ. EE” 
N.n. SCHOLION, 
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SCHOLION. 8 


2 ? 
Hujuſmodi Series t, 5A, 8, =c, &c. interpolatur per 


Propoſttionem vigeſimam ſextam, ubi differentia inter & p eſt ex- 
igua : & per hanc Propoſitionem generaliter nulla ratione habita iſtius 
differentiz. Atque eodem plane modo invenire licet ſummam Loga- 
rithmorum Numerorum, qui ſunt longe magis compoſiti quam æqui- 
differentes; eoque pacto aſſignare Terminos Serierum quarum interca- 


latio pro difficillima haberi ſolet. Per hoc quoque Problema inveniun- 


. . ... 
tur Areæ Curvarum quarum Ordinatæ ſunt hujuſmodi i- , ubi 


index Binomii eſt permagnus; ſed in eo caſu ſolo quando pars Area 
quæſita jacet ſupra partem Abſciſſæ æqualem Unitati. 

Et ſane omnia fere Problemata de Inter polationibus huic Analyſi ſub- 
jiciuntur, imo etiamſi tres vel plures Termini Seriei intercalandæ ingre- 
diantur Æquationem Differentialem: harum enim reſolutionem in po- 
teſtate habeo. Atque hic notare libet Series quæ prodeunt per Para- 
bolam Newtoni, prodire etiam per noſtram methodum. Proponatur 


enim intercalatio Seriei 


„in qua valores Abſciſſæ æ 


aint 
Tuccefſivi ſunt o, 1, 2, 3, &c. Ea vero ſcribatur in modum ſequentem 
$37 XT'—T —zT=0; & fingatur 
T = ATBZ TC. I ＋-Dz. T. 2A -EZz. 1.2.3 + &c. 
Atque ſubſtituendo T” pro T, & z-+1 pro 2, obtinebitur 
'= AN- BAH. ＋ Cg. z ＋ DTI. 2. I + ETC. 2. — f. 2 + &c. 
Unde TI“ TS BT 2CZ＋T3DZ. T ＋4EZz. . 2 + &c. 


Hiſce autem valoribus ſubſtitutis in Æquatione reſolvenda, & membris 
reductis ad eandem formam, reſultabit 


BTT CI. DIB. 4 N＋E 


r e 2.—1 D- e 
Denique ponendo membra homologa æqualia nihil, habebitur B 


- A, SN XC ESZX N D. &c. 
Adeoque 


12 
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. 1 Q 


Ubi A, B, C, D, &c. non amplius denotant Coefficientes, ſed Ter- 
minos totos. Et prima Coefficiens A quæ ex Æquatione non deter- 
minatur, æqualis eſt Termino Seriei interpolandæ qui tranſit per ini- 
tium Abſciſſæ 2. Et hic eſt ipſiſſimus valor Termini T qui prodliſſet 
per Propoſitionem decimam nonam. Atque etiam Series quas exhibet 
Propoſitio vigeſima invenientur per reſolutionem Æquationum Diffe- 
rentialium, aſſumendo debitam formam radicis. 


PROPOSITIO XXIX. 


Detur Series Ordinatarum intervallis quibuſcunque ab in- 
dicem diſtantium, pergens vero ex una tantum parte in 
infinitum; & oporteat mvenire Lineam Parabolicam 
gue tranſi per extremiates omnium. 


Sint A, Ar, A2, A3, A4, &c. Ordinatz inſiſtentes Abſciſſæ in an- 
gulis rectis; ſitque R punctum quodlibet in Abſcifſi; & ponatur 4 = 
RA, b=RA1, C=RA2, d=RA3, e RAA, &c. ſcilicet ſint a, 5, 
c, d, e, &c. intervalla inter Ordinatas & punctum R reſpective. At- 
que deſignet T Ordinatam quamvis in genere cujus diſtantia a puncto 
R fit z, Dein ponatur 


. , : 
_ N — 


R A Ar AZ TAZ Ag 


WV - . 7 
4. 


> 
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1 BB CIT” DD 
B = IP, C — — E 7, &c. 
A2— A1 B2—B1 Coun 
BI N Ci = ; em Di = ==, &c. 
A3—A2 B32—32 
322 1 ea wake * &c. 
AA 
Bg = — 2. &c. 
&c. 
Atque erit Ordinata T = A 
B =- 
Cx H Xx + 
DXz—a X.2z=b X z=c + 


E x XA 

— 
Notandum eſt prineipium Abſciſſæ, nempe punctum R ſumi ad arbi- 
trium, vel inter Ordinatas vel extra omnes ut in Schemate; dummodo- 
ſignorum + & — debita habeatur ratio. Propoſitio autem demon- 
ſtratur ſubſtituendo Ordinatas A, Af, Aa, &c. ſucceſſive pro T, & 
interea pro æ longitudines ejus ordine fuccedentes a, b, c, &c. Nam ſu- 
mendo differentias Æquationum provenientium & dividundo eaſdem 
per intervalla Ordinatarum, obvenient valores Coefficientium * aſ- 


ſignati. 
ExXEMPLUM I. 


Sint Ordinatarum a principio Abſciſſæ, intervalla a=2, I=3, c, 
d 6; ipſa vero Ordinate ſint 


A2, B==1 9 Co, — 2. 9 


Alz, Biz, Ci=z2,. 

1. Dizzy. 

A312, 
Et ineundo computum juxta præſcripta Theorematis, 1 invenietur B 


C=0o, ==; quibus ſubſtitutis & 2 pro A, invenietur Ae 


S—2 =+- N . . quæ in ordinem reducta ht. T'= 
| 2? —10 


4 
— 
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2 ne oz . 2—20 . "97 . 
— — Etenim fi inibi ſeribantur 2, 3, 5, 6, pro x; 


2 


prodibunt Ordinatæ propoſitæ 2, 3, 5, 12. 


EXEM PLUM II. 


Oporteat determinare tempus Solſtitii ex datis aliquot Solis altitu- 
dinibus meridianis circa idem tempus. Deſignent Ordinatæ altitu- 
dines ſolis, earumque intervalla denotent tempora inter obſervationes; 
tum tranſeat Parabola per extremitates Ordinatarum, & Abſciſſa ejus 
quæ correſpondet minimæ Ordinatæ, ſi ve ea ſit una e datis vel quævis 
intermedia, determinabit momentum temporis quo Sol ingreditur 
Tropicum. Exempli gratia B. Walterus Anno 1300, Norimbergæ ob- 
ſervavit diſtantias ſolis a Zenith ut ſequitut 


44975 | gvo 
44985 | N Junii 
44990 | 16to 


Sit jam diſtantia obſervata die oftavo Ordinata prima, & in eidem fit 


principium Abſciſſe ; eritque a oo, b==1, c=4, d=8; & computus 
erit 


A = 44975 B =- 41, C6, D S2 ＋— 


Al = 44934, Bi =— I7, C = 2 
A2 = 44883, Ba , 
Ag = 44990, 

Atque ſubſtituendo hoſce valores pro A, B, C, D; invenietur T = 


* 1 5 
44975 — 4 ＋ 62. z z. =. , hoc eſt, T 2 44975 


ntl 

= 2 v7 2* ＋ 72 2%, Jam quoniam Abſciſſa quæſita correſpondet 
Ordinatæ minimæ, ponatur Fluxio ipſius T æqualis nihil, & habebitur 
222 3742z=1500, cujus Radix 3.889355 exprimit dies elapſos inter 
meridiem octavi diet Junii & momentum Solſtitii: quod itaque accidir 


| 2 . - - . "FF £ * . ' 
21 hor. 20, min. pr. poſt meridiem diet decimæ prime, ſecundum 


haſce Obſervationes. Poteſt etiam tempus Solſtitii determinari per plu- 
res Obſervationes & Parabolam * dimenſionum; vel per tres 
0 Obſer- 
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Obſervationes adhibendo Parabolam Conicam, uti docuit Halleius. 
Sed oportet differentias inter altitudines obſervatas, eſſe ſenſibiliter 


majores erroribus qui committi queant inter obſervandum, alias nihil 
certi concludi poterit. 


SCHOLION, 


+ Newtonns utitur hac Propoſitione in determinando locum Cometæ 
qui cadit inter aliquot loca Obſervationibus nota. Nimirum ſi obſer- 
ventur quotvis longitudines deſignatæ per totidem Ordinatas, quarum 
intervalla proportionalia ſunt temporibus inter Obſervationes, & de- 
ſcribatur Parabola per Ordinatarum extremitates; Ordinatæ hujus fi- 
guræ intermediæ denotabunt Jongitudines Cometæ intermedias pro 
remporibus quæ ſunt proportionalia Abſciſſis. Et eadem methodo da- 
bitur latitudo pro quovis tempore ex datis aliquot latitudinibus. Ex 
longitudine autem & latitudine datis datur locus Cometæ in Czlis. 
Et hunc in modum plurima obſervatu difficilia determinari poſſint 
ſatis accurate ex Obſervationibus aliquot anterioribus & poſterioribus. 
Applicabilis eſt etiam hæc Propoſitio ad reſolutionem Æquatio— 
num purarum affectarumve. Nam in Æquatione reſolvenda ſcribendo 
pro radice numeros ab eadem haud multum diſcrepantes; provenient 
eorum intervalla, qui dein interpolati exhibebunt radicem. Sed poſt 
reſolutionem Æquationum Halle: fruſtra compendioſior ſperanda eſt. 
In caſu quando intervalla Ordinatarum diminuuntur in infinitum hoc 
Problema dabit radicem Æquationis fluxionalis, etiamſi nec radix neque 
altera indeterminata fluat uniformiter; & hoc mera ſubſtitutione flu- 
xionum Radicis pro differentiis Ordinatarum, & pro earum intervallis 
fluxiones Abſciſſæ. Nam ſicuti caſus Ordinatarum æquidiſtantium re- 
ſpondet fluxionibus Abſciſſæ uniformiter creſcentibus; ita hæc Propo- 
ſitio fluxionibus quacunque lege variantibus. Et reſolutio Zquationis 
fluxionalis in qua utraque indeterminata fluit quacunque lege, non eſt 
Corollarium ex hac Propoſitione, ſed Cafus ejuſdem omnium ſimpli— 
ciſſimus: quod obiter hic monere viſum eſt, ut pateat Methodum 


Differentialem generaliſſime complecti univerſam Serierum doctrinam, 
quod forte alii non perceperint. | 


PrRoPoSITIO XXX. 


Imenre Aſymptoton Hyperbole generis Logarithmici ex 
datis ejus Ordinatis aliquot æquidiſtantibus. 
Sint Ordinatæ æquidiſtantes A, B, C, D, E, &c. inſiſtentes fuper 


Abſciſſam PL in angulis rectis: ſitque QR Aſymptotos Curve pa- 
rallela 
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rallela Abſciſſe, & intervallo PQ ab eadem diſtans. Apelletur vero 


Abſciſſa quævis AL z, & Ordinata correſpondens L my. Hyper- 
bola autem Logarithmica Hm K definiatur ÆEquatione hujus formæ 


a-, — crix dra — CV AF es &c. 


Q | R 


| | 


1 . 

bb 8 | j 2 "I 

FS V 

Ubi x, a, b, c, d, e, &c, ſunt quantitates invariabiles; atque erit diſtan- 
tia inter Abſciſſam & Aſymptoton, hoc eſt, 


PQ= A+ 
= + 


FS LAS 


* — K 
* 


A- BAA Yi — 8 = 

171. r —1. — | 

A Sr BT I rH FADE 

" r Pp 


&c. 
Coefficientes literarum A, B, C, D, &c. in diverſis Terminis, forman- 


tur per continuam multiplicationem numerorum I, . —> 777» 


1 8 . 8 1 

r; &c. In primo autem Termino eſt #=7*, in ſecundo n, in 

tertio , in quarto , & fic porro. Exempli gratia, in quar- 

to Termino Coefficientes ſumpti ordine inverſo ſunt 1, ir, 
1 2—1 


rr, „, neglectis ſignis; eſt vero „ = =IprTt?', 


. 3 13 * 4709 HY 1 $3 2 7 | 
1+r +7? * = rr, denique rr Xx TE FS 


ſic itaque inveniuntur Coefficientes. In hac autem Propoſitione exci- 
1 p10 
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pio caſum in quo eſt A; tunc enim degenerat Hyperbola in li- 
neam rectam. 

Series vero ſic inveſtigatur. In Zquatione aſſumptà y= = r* 


b 
c/2%— &c. mutetur fignum Abſciſſæ z, & prodibit j — 
= Rs = — &c. evadat jam 2 infinite magna, atque in valore Or- 


dinatæ y evaneſcent. omnes Termini præter primum dummodo con- 
cipiatur / eſſe major unitate; eoque pacto erit ; hoc eſt, Or- 
dinata ad diſtant iam infinitam remota, ſive diſtantia inter Abſciſſam & 
Aſymptoton PQ æqualis eſt primo Termino a: nam in diftantia infi- 
niti coincidit Curva cum ſua Aſymptoto. Quantitas autem à fic in- 
veſtigatur in ÆEquatione prius afſumpti y=4— br* —= 1 {73% 
er &c, ſcribe Ordinatas æquidiſtantes A, B, C, D, E, &c. ſucceſ- 
ſive pro y, & interea o, 1, 2, 3, 4, &c. pro Abſciſſa z: ac prodibunt 
Equationes | 
Amtammnb — —4 — e — &. 
Sar cr dr -er! — EC 
C =a—br* - cru — er — &c. 
Dab cr. -d“ -r — &c. 
Ega. br“. -c r- dr -er & c. 


&c. 


Habentur igitur tot Æquationes quot ſunt incognitæ a, 5, c, d, e, &c. 
ex quibus queratur a 2 Algebram vulgarem, atque ejus valor pro- 
dibit idem ac jam ipſi PQ aſſignatus eſt. Q. E. D. 


Corollarium. Hinc ſi dentur aliquot Termini initiales in Serie infini- 
ti, quorum differentiz ſunt proxime in progreſſione Geometrica, da- 
bitur ultimus omnium utique qui removetur ad diſtantiam infinitam 
ab initio. Nam ft A, B, C, D, &c. ordine inverſo ſumpti, deſignent 
Terminos quorum drfferentiaz ſunt fere in proportione Geometric ut 
e, 77, 7, 73, &c, ultimus omnium æqualis erit PQ intervallo inter 
Abſciſſam & Aſymptoton: vel ſtyio Gregoriano dabitur Terminatio Seriei. 


EXEMPLUM. 


Datis Polygonis. aliquot regularibus Circulo inſcriptis, invenire ulti- 
mum Polygonorum five Aream Circuli. Ea ſunto 
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4 | 2.00000.00000.0000 = F 3.14033.11569.5475 » 
8 | 2.82842.71247.46019 =E 126,08888.0294. 
16 | 3.00146.74589.2072 = D Co72.7439 
32 | 3.12144.51522.5805 = C 3.3632 
64 | 3.13654. 84905. 494 =B 119 
128 | 3.14033. 11869.5475 = A * 


3.14159.26535.8979 
Dicatur jam ultimum Polygonum A, penultimum B, antepenultimum 
C, & ſic retro. Et quoniam eorum differentiæ AB, BC, C-, 
&c. ſunt quamproxime ut Termini 1, 4, 16, 64, 256, &c. id eſt, ut 
dignitates Quaternarii, erit 4; quo ſubſtituto, Series generalis evadit 
ABR , 4A—;5B+C 64A —84B＋-210— 
A+ 3 * — 5 3 5 : 4175 55 * &c. 


In qua ſcribe pro A, B, C, &c. ſuos valores, & primi quinque Ter- 
mini dabunt Aream Circuli ad quindecem loca figurarum, ut ex com- 
puto appoſito manifeſtum eſt. Et ſimiliter res confit per Polygona 
circumſcripta. 

Hic autem ratione quævis Series ſummari poteſt. Nam fi Ordina- 
tx æquidiſtantes denotent ſummas ſucceſſi vas, valor totius Seriei æqua- 
bitur diſtantiæ inter Aſymptoton & Abſciſſam. Si Series ſummanda fit 
hujuſmodi a e c + dx F &c. ubi x, x*, x?, &c. denotant par- 
tes Terminorum quz ſunt in progreſſione Geometrica, erit &; & 
valor ipſius PQ converget eo celerius quo longius Summæ ſucceſſive 
diſtant a principio, quæ denotantur per A, B, C, D, &c. In caſu au- 
tem quando eſt r= 1, aſſumenda eſt Hyperbola que definitur hu- 


= b c | ; 

juſmodi Zquatione ) = in a> + IT &c. vice Hyperbo- 
læ Logarithmicæ; atque index z determinabitur ex natura Seriei ſum- 
mandæ. 
No tandum eſt Series infinitas æque ſummari poſſe per Parabolam 
Newtoni ac per haſce Hyperbolas. Nam Ordinatæ quæ in Hyperbolis 
ſunt æquidiſtantes, ſi ad certas quaſdam diſtantias conſtituantur; ex- 
hibebunt, ope Parabolæ, eaſdem expreſſiones pro valoribus Serierum. 

Numerus figurarum quæ veræ ſunt in Polygono A, duplicantur per 
duos Terminos Seriei, triplicantur per tres, & ita deinceps. Sic in Ex- 
emplo allato ſunt tres veræ figuræ 314 in Polygono A; & inde quin- 
que Termini dederunt Aream Circuli ad quindecem figurarum loca. Et 
hæ ſunt Approximationes quales olim invenerunt Jacobus Gregorius & 
Hugenius: hic quidem triplicavit veras figuras, at ille eaſdem quadru— 
plicavit, quintuplicavit, imo ſine limite produxit, uti videre eſt in Ap- 
pendice ad Veram Circuli & Hyperbolæ Quadraturam. 
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ProPOSITIO XXXI. 


Invenire Arcam cujuſvis Curve quamproxime ex dats ali- 
quot ejus Ordinatis æquidiſtantibus. 


Per extremitates Ordinatarum deſcribe figuram Parabolicam, ejuſque 
Area quæ invenitur per methodos notas, proxime æquabitur Areæ 
Curve propoſitæ. Q. E. I. 


Scho LION. 


Quoniam laborioſum eſſet ſemper recurrere ad Parabolam, compu- 
tavi Tabulam ſequentem quæ exhibet Aream Curvæ directe ex datis 
aliquot ejus Ordinatis æquidiſtantibus. 


Tabula Arearum. 

| A14-4B 
3 XS x 
;  7Aq32B--12C, 

90 | 
41A+216B+27C+272D 

7 _ EOS | — : R 

| 840 
| 989 A-+5888B—928C-10496D—4540E R 
od 28350 | 


Tabula Correctionum. 
P—4A-+6B 
— — R 
180 

| P—6A+1;B—20C 
5 | 7 ER 

| P—8A-28B—56CT70D, 

7 930 ä 

P—1o0A-+4;B—120C-|210D-252E R 
2 | 1600 , 


| 


In hiſce Tabulis A eſt ſumma prime & ultimæ Ordinatæ, B ſecundæ 
& penultimæ, C tertiæ & antepenultimæ, & ſic porro uſque dum 


de ventum 
2 
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deventum fuerit ad Ordinatam in medio omnium quæ per ultimam li- 
terarum A, B, C, &c. repreſentatur. R eſt baſis ſupra quam jacet A- 
rea, ſeu pars Abſciſſæ inter primam & ultimam Ordinatam intercepta. 
P eſt ſumma duarum Ordinatarum quarum una conſiſtit ante primam, 
altera poſt ultimam ad diſtantias æquales intervallo communi reliqua- 
rum Ordinatarum. Numerus autem Ordinatarum qui hic eſt impar, — 
ſignatur ad latera Tabularum. Expreſſiones in Tabula Arearum ſunt 
Areæ contentæ inter Baſin, Curvam & Ordinatas hinc inde extremas. 
Eæ vero in Tabula Correctionum ſunt ejuſdem circiter magnitudinis 
ac differentiæ inter Areas veras & eas per Tabulam prodeuntes: adeo- 
que fi prima figura Correctionis inveniatur, dein adjiciatur ubi Correctio 
eſt negativa, vel ſubducatur quando eadem eſt affirmativa; concludere 
tuto licet Aream ſic correctam, veram eſſe in eo loco decimalium in 
quo intrat prima figura Correctionis, nec ultra. Itaque per Tabulam 
Correctionum Area inventa corrigitur, & ſimul numerus figurarum 


verarum dignoſcitur. 


EXE MPLU M. 


Sit = Ordinatz Hyperbolæ æquilateræ, & quæratur Area ejus. 


quæ jacet ſupra Abſciſſam unitati æqualem. Pro x ſcribe ſucceſſive 


O 83 6 8 : ; 
. _ _ 2, 85 . F. — 75> & provenient novem Ordinatæ 
FF 


dh enn 257 26 


9 

TH 2 8 + 8 64. 8 8 48: 

Igitur eſt A=rFRFED * 75 45 2175 14 = 355 

Db, E===Z: & hiſce ſubſtitutis in ultima ex- 
11 1 14 $96. 7-4 


preſſione Arearum, & unitate pro R, oritur Area . 693 14721. De- 
— 


I g . 
inde in Ordinata 123 ſcribe & + © ſucceſſive pro x, & proveni- 


8 288 ; 
ent duæ Ordinatæ & , quarum prior ſtat ante primam, & poſterior 


7 17 
8 8 1 ; 
poſt ultimam; adeoque P = 7 * 17 * I quem ſubſtitue pro P; 


& pro A, B, C, D, E, ſuos valores, & Correctio pro novem Ordina- 
tis dabit - .ooo00003, que quum affirmativa fir, ſubducatur a valore 
Arez ꝑrius invento, & reſtabit . 693 14718 accurata in ultima figura. 


Compu- 


e 


— — 


5 — 
« >, . 
— — * Oo 


- * — 
* — % = Ss" 

Po. * 
m =—_ 5 — 9 * - _ 


FA -- 


l. 


—— 


tes; & inde Area dividetur in totidem, quarum quamque ſi quæras 
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Computaveram haſce Tabulas ulterius, ceterum Expreſſiones pro 
undecem aut pluribus Ordinatis ſunt uſibus inepti propter immenſam 
magnitudinem Coefficientium numeralium. Sin vero novem Ordinatæ 
non dent Aream ſatis accuratam ; dividatur baſis in duas vel plures . 
eor- 

ſim per novem Ordinatas, habebis totam Aream pro lubitu accuratam. 
Sed & nonnunquam convenit quærere partem Arez per Seriem infini- 
tam, præſertim ſi Curva decuſſet baſin in angulo recto. Atque hiſce 
præcognitis, Area quævis habebitur ſatis accurate per Tabulam jam 
appoſitam. 

Sed & Areæ Curvarum haud incommode exprimi poſſint per Dit- 
ferentias Ordinatarum æquidiſtantium ad modum ſequentem. 


Tabula Arearum per Differentias Ordinatarum, 
11A 


1 
3] A+7 
2 7 
A4—-B+—_C 
A+7 B+; 
3 54 <5. 
7 ATB ＋ Cr 


44 B80 22 2 
„ABT TDK 


4 * —— yl 


11 A+2 B+ C4. 2222 D428 94 F 


36 5a 9% " 3503 
103 158 1833 , 4813 66 
ART Far P 7e © -T 21556 F ＋ 36360 


In hac Tabula A eſt Ordinata in medio omnium, B eſt differentia 
ſecunda trium Ordinatarum in medio, C eſt differentia quarta quin- 
que Ordinatarum in medio, & fic porro ad ultimam literarum A, B, C, 
D, E, F, G, que eſt ultima differentia omnium Ordinatarum. Ut fi 
ſint quinque Ordinatæ a, b, c, d, e; erit Ac, B=b—2c-4d, C 
a—4b4-6c—4d4e. Et fic in aliis caſibus. Expreſſiones autem 
ductæ in baſin Curvæ, ſive partem Abſciſſæ contentam inter primam 
& ultimam Ordinatam, dant Areas ex dato numero Ordinatarum qui 
ſignatur ad latus. Notandum eſt ultimos Terminos in expreſſionibus 


pro novem, undecem & tredecem Ordinatis, non eſſe veros fed hiſce 


ſimpliciores & vero ſatis proximos. Nam Ordinata media A & dif- 
terentiæ B, C, D, E, &c. conſtituunt Seriem convergentem; ideoque 
| non 
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non requiritur ut Coefficientes ultimorum Terminorum qui intrant com- 
putum, ſint preciſe accurati. Ex convergentia autem Seriei A, B, 
C, D, &c. dignoſcitur ad quot figuras Area exhibetur accurata; ideo- 
que hæc Tabula non indiget Tabula Correctionum. Sed & Coeffi- 
eientes numerales ſunt longe magis exigui quam in Tabula ſuperiore, 
at que ea de cauſd hæc præferenda eſt, præſertim in magno Ordinata- 
rum numero. 


1 


Quzratur rurſus Area Hyperbolæ, cujus Ordinata eſt A prox 


. I 2 3 . . . . * 
ſcribe o, 7? „ & provenient quinque Ordinatæ æquidiſtan- 
„ 8 2 N 8 
tes 1, * 7 7 —: erit igitur A= nempe Ordinate medi : 


=o ſcilicet differentiæ ſecundæ trium Ordinatarum in medio. 


= I 2 denique Cn hoc eſt, æqualis ultimæ differentiæ om- 
nium. Et hi valores fubſtituti in Expreſſione pro quinque Ordinatis 


8 I 6 
dant 7 4 775 | _ 4285 quæ ducta in baſin ſive unitatem & 
reducta ad decimales, evadit . 693 17 pro Area quæſita. Et hæc Area ad 
minimum juſta eſt in quarto decimalium loco, in quo ſcilicet intrat pri- 
ma figura ultimi Termini —— 
00 
Sed ut differentiæ promptius ac facilius inveniantur; fit a Ordinata 
media, h ſumma duarum hinc inde mediæ proximarum, dein c ſum- 
ma duarum que hinc inde ſequuntur, & fic porro; tum pone 


Aga, 
, 
> =C—2A—4ÞB, 
D=d—2A—9JB—6C, 
24 — 1683200 —38D, 
F=f—2A—2;B—;0C—3;D—1o0E, 
G=2—2A—36B—10;C—11:D—5;4E—12F, 


” Atque A, B, C, D, &c. erunt Ordinata media, differentia ſecnnda. 
trium mediarum, quarta quinque mediarum, & fic porro in reliquis 
reſpective. 


q PRoPo- 


£ - — — - = „ 1 — . — 
- = be 4 - =Y - _ * - = — = — — — 
— * WV 4 * — - -- — 
1 * . - 4 = - o *{I.* <Q 20 2 
— a, * a 2 — 2 — « — - 
2 1 — ” - * 0 - 
- * a 2 a - © 
ä * 7 "> * 4 A 
* 2 = 


2 * # 1 - 
K 2 = _— "4 - —— A -- - - 
ts — r 9 a 
eo Sago, 93 ite <- 
* o * a PT - . * 
£ 


o . 
3 = 


«" 4 © - —_— as 
. - = - — - — 
» A : =_ 
. * Y * - 
- — * 4 
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* — 3 
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—— it a". 2 
4. 0 4 
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PROPOSITIO XXXII. 


De/rgnent a, b, c, d, e, f, Sc. Terminos equidiſtantes con- 
tnue teudentes ad rationem æqualitatis, & Agquationes 
ſequentes approximabunt ad eorumdem relationes, 


2 | a—=0_ 
3-2 
4 | d==3b4-3c—1=0 
5 | 4—4b--bi—4d-þ:=0 
6 | a-55-|-10c—104-;e—f=0 
7 -I Ode oO 
8 a7 ＋-21—3 504-3 52—21/4-78—hb=0 
9 | 4a—$b4-28c—56d-70e—56/428g—8hbd-i=0 
10 | a—9b-36c—$ 4445-120:—126f-|-849—-36b-+-9i—t=zo 


C. 


Hæc Tabula in uſum reſervanda eſt, ut conſulatur quoties opus fit. 
Patet autem Coefficientes numerales eſſe Uncias dignitatum binomii. 
Et demonſtratio patet: quoniam enim Termini ſupponuntur continue 


tendere ad rationem æqualitatis, erunt eorum differentiæ a—b, b—c, 


Cal, d—e, &c. parve; deinde differentiæ differentiarum a—2b-bc, 
Did, (—2d+e, &c. erunt minores diTerentiis primis; atque ter- 
tiæ 4—3bd-3—d, b—3c1-3d—2, &c. erunt minores ſecundis; & quar- 
tæ d—4b-6bi—44þe, &c. erunt minores tertiis, & fic in infinitum. 
Ergo differentiz prime, ſecundæ, tertiz, reliquæque poſitæ æquales 


nihil ut in Propoſitione, continue approximabunt ad veram relationem 
Terminorum. Q. E.D. 


Corollarium. Hinc in Serie æquidiſtantium, ſi defit Terminus quivis, 
poteſt is inveniri per hanc Propoſitionem. Ut ſi ſint quinque Termini 
a, b, c, d, e; eorum relatio erit a4 FCA e o; & ex hac E- 
quatione dabitur eorum quilibet quamproxime ex datis reliquis. 

Et notandum eſt Terminum quemvis, ceteris paribus, eo accuratius 
de finiri, quo propius conſtet medio omnium: atque errores a vero eſſe 
quamproxime ut Coefficientes numerales Terminorum quæſitorum re— 
ciproce. Conſiſtat igitur Terminus quæſitus vel in medio omnium vel 
eidem quantum fieri poteſt proximus. 


ExEM LVM. 
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EXEMPLUM. 


Quæratur Logarithmus numeri 53 ex datis Logarithmis numerorum 
aliquot antecedentium. Pone à pro Logarithmo quæſito, eritque 


I, 2 ==. 7 1600. 33436 
„ 1.07/16 
I, c00=d=1.69897.00043 
I, 49 =e==1.69019.00800 
I, 48=/==1.68124.12374 
I, 47 =g=1.67209.78579 


Deinde relatio inter ſeptem Terminos a, b, c, d, e, f, g, erit 
a—bb1;5c-20d+15e—6ſ+g=0, adeoque a=bb—1;c 4 
20d —15e+-6f—g: ubi ſubſtituendo pro b, c, d, e, f, g, ſuos valores, 
habebitur 1.7 2427. 38726 pro a live Logarithmo numeri 33, exiſtente 
.00000.00030 errore in exceſſu. Ceterum ſi dentur ſex Logarithmi quo- 
rum tres conſiſtunt ante, & tres reliqui poſt illum qui quæritur; in eo 
inquam caſu Logarithmus quæſitus accuratiſſime definietur. 

Igitur deſignent A, B, C, D, &c. ſummas datorum Terminorum 
qui hinc inde æqualiter diſtant a quæſito, & ejus valores erunt ut in 
Tabula ſequente 


[ A 
- 3 Kc eb 

2 

4A CB 
3 

15A —6B＋ C 
6 20 
8 56A —28B＋8 C- 

£45. 

210A—120B4-4;C—10D+E 
hy VVV 

&c. 


Dentur verbi gratia Logarithmi numerorum 50, 51, 52, 544 55» 56, 
& oporteat invenire Logarithmum numeri 33. Pone 


15 52 , 5423. 44839. 7 1034 
1, 51-+1, 55==3.44793-28656 
5 50+, 5 3.447 15.803 13 


Dein 
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Dein pro A, B & C ſubſtitue hoſce valores in Expreſſione pro ſex 
Terminis, & prodibit 1.72427.58695 pro. Logarithmo numeri 53, ex- 
iſtente unitate errore in ultima figura, Hinc in Tabulis Logarithmi- 
cis, Trigonometricis, Aſtronomicis, aliiſque ejuſmodi ; ſi deſit forte 
Terminus quivis,/ poteſt is inſeri per hanc Propoſitionem; vel ſi ſuſ- 
picio fit Terminum quemvis erroneum eſſe, poreſt eadem methodo 
corrigi. Nam Exprefliones hic exhibitæ ſunt generales, utique que 
non dependent ex natura Tabulz cujuſvis particularis. 


PROPOSITIIO XXXIII. 
Deſignent Sc. e, d, , G, a, a, b, c, d, e, Sc. Terminos 


alternos in Serie utrinque excurrente in infinitum, & 
ponatur Aa a, B=b+8, C=c+ty, D=d+0, 
E =e--e, & /ic porro; atque Terminus in medio in- 
ter a & a conſiſtens, æqualis erit 


2 AA 
GRAD + 
2585 2A—3BEC + 
— A * A- 95 TF50— 


85518 X 14A—28B--20C—7D-EE + 


&c. 


Coefficientes numerales literarum A, B, C, D, &c. ſunt differentiæ 
Unciarum in diverſis dignitatibus Binomii: Et Coefficientes. qui du- 


; ; 8 1 | 
cuntur in totos Terminos, ſcilicet , 162 2565 &c. generantur per 


5 . ” . I 2 . 
continuam multiplicationem numerorum —, , =, % 
a | _ 4.2 4-4 4,0 48 
vero præcognitis, Series ad libitum producitur. 
Et Series inveſtigatur ponendo z=0o in Caſu ſecundo Propoſitionis 


vigeſimæ; tunc enim habebitur Ordinata ſive Terminus qui conſiſtit in 


. 


medio omnium, 


&c. Hiſce : 


Poſſint 


. — 
. ͤ— . I nana — 


Interpolatio Serierum. 153 


Poſlint autem Termini Seriei in unam ſummam colligi ut hic vides, 


A 
2 — 
e 
| IAB 
| + | 22 
6 150A-—25B4-3cC 
e | 
g | 1225A—245B4-49C—5D 
| 2048 
16 396090A—$8820B-4-2268C—405D--3;E 
l 65536 


Prima Expreſſio eſt primus Terminus Seriei, ſecunda eſt Summa 
primi & ſecundi, tertia eſt Summa trium primorum Terminorum, & 
ſic deinceps. Ex datis itaque Terminis alternis, intermedii confeſtim 


dabuntur per hanc Fabulam vel per ipſam Seriem. Prima Expreſſio 2 


ſufficit quando ſecundus Terminus Seriei minor eſt quam qui ingre- 
diatur computum. Et ſimiliter in reliquis; nam Termini Seriei ſunt 
differentiæ inter Expreſſiones & veritatem quamproxime : adeoque ſem- 
per ſcire licet quznam expreſſio ſufficit propoſito. 

Exempli gratia, fi quæratur Logarithmus numeri 53 ex datis iis. 
numerorum 46, 48, 50, 52, 54, 56, 58, 60; pone | 


| I, 52k, 54=A=3.44839.71035 
| I, 50-þ1, 56=B=3.44715.80313: 
: J, 48-!, 58=C=3.44466.92309 


. 46+, 60=D=3.44090.90820. | 


Et hiſce valoribus fcriptis in Serie, vel in Expreſſione pro octa Ter- 
} minis, habebitur 1.72427.58696 pro» Logarithmo numeri 33. Et ea- 
N dem ratione invenire licet quemvis alium intermedium. In Conſtru- 
Eine ergo Tabularum ſufficit primo quærere aliquos Terminos in de- 
bitis diſtantiis; nam reliqui poſſunt hac methodo inſeri. Etenim con- 
tinue intercalandi ſunt Termini primo inventi, uſque dum perventum- 
fuerit ad ultimos qui ingrediuntur Tabulam. Et notandum eſt, opor- 
tere omnes Terminos computari circa initium Tabulæ propter magnas 
differentias; dein per ſaltum pertranſire licet alternos decreſcentibus 
differentiis; & poſtea ternos, ſeptenoſque ubi differentiæ ſunt minores. 
Et hæc eſt methodus quam præcipit Newtonus : ceterum præferendæ 
ſunt regulz: particulares. deductæ ex natura Tabulæ conſtruendæ; ete- 
nim he minore labore plerumque abſolvent opus. : 
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